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3Oszthatóság egységelemes integritási tartományban
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5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L  Q
G¶_ DL L  Q G¶ _G 
(NNRU/ HOHPHLD]DDQ HOHPHNOHJQDJ\REEN|]|VRV]WyL
MHOEHQOQNRDDQ  DDQ  G
G FVDNDVV]RFLiOWViJHUHMpLJHJ\pUWHOPĦ
DDQ UHODWtYSUtPHNKDG HJ\VpJ
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SiURQNpQWUHODWtYSUtPHN
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WIK H HJ\VpJ  H_    HT  __ _HT_ _H__T_
≤ _H_ ≤ _T_ _H_   H r 
eV]UHYpWHOHN
$]1EHOLiOOtWiVRNpUYpQ\EHQPDUDGQDN
'HI $YHORV]WKDWyHJpV]V]iPRNDSiURVV]iPRN3iUDWODQ D]D]
HJpV]V]iPDPHO\QHPSiURV

eV]UHYpWHOHN
∀ DE∈ =  D_E∧ E≠  _D_≤ _E_
pUYpQ\EHQYDQDPDUDGpNRVRV]WiVWpWHOH
7HWV]ĘOHJHV DE≠ ∈ = V]iPKR]HJ\pUWHOPĦHQOpWH]LNRO\DQ
TU∈ = KRJ\
D TE U∧  ≤ U_E_
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UQ _UQ ∧ UQ _UQ  UQ _UQ
« UQ _D∧ UQ _E
V]LJRU~PRQRWRQLWiVPLDWWEL]WRVDQYpJHVV]iP~OpSpVOHV]
D[ E\  D uE u D  U
WIK Q± LJLJD]
D[Q E\Q  D[Q ± TQ[Q  E\Q ± TQ\Q   
D[Q E\Q ± TQD[Q E\Q  UQ ± TQUQ
 UQ
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ERQWKDWyIHOIHOERQWKDWDWODQRNV]RU]DWiUD
%L]SR]LWtYDNUD
7HOMHVLQGXNFLyQ NpV] WIK Q ± LJ NpV]
+D Q IHOERQWKDWDWODQ
HJ]LV]WHQFLD WIK Q!
NpV]
Q QHPIHOERQWKDWDWODQ Q DE∧ DEQHPHJ\VpJ
DEQ LJD]UiMXND]LQGIHOWpWHO
QIHOERQWiVD DIHOERQWiVD V]RU EIHOERQWiVD
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(unicitás) tfh indirekte, hogy n a legkisebb olyan szám, amely
felbontása nem egyértelmő.
n = p1 ... pk = q1 ... qr ⇒ p1 | n  ⇒ p1 | q1 ... qr
p1 | q1 p1 | q2 ... qr
p1 | q2 p1 | q3 ... qr
p1 | qi ⇒ p1 = qi ⇒
n1 = n / p1 = p2 ... pk = q1 ...qi-1qi+1 ... qr
n1 < n és van két lényegesen különbözı felbontása !

%L]LQGLUHNWWIK YpJHVVRNYDQ
V]iPHOPpOHWDODSWpWHOH ∃ SM SM _Q 
 SM _
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Erathosztenész szitája
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
12 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 27
Általánosított szita
f1(x),  f2(x), …, fn(x)
egész együtthatós, irreducibilis polinomok, 
pozitív fıegyütthatóval.
lineáris kongruencia mod (p)
fk(x) h
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0HQQ\LWV]LWiOKDWXQNSYHO "
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D≡ EPRG PKDP_D± E
7pWHONRQJUXHQFLD WXODMGRQViJDL
HNYLYDOHQFLDUHOiFLy
 D≡ EPRG P ∧ F≡ GPRG P
 DF≡ EGPRG P
.RQJUXHQFLiN
 D≡ EPRG P ∧ F≡ GPRG P
 DF ≡ EG PRG P
 D≡ EPRG P ∧ I[ ∈ =>[@
 ID ≡ IE PRG P
+DF P  G
DF ≡ EF PRG P ⇔ D≡ EPRG PG 
.RQJUXHQFLiN
%L] GHIEĘO P_D± EF
 PG_D± E FG
PiVUpV]W
PGFG  
 PG_D± E
 D≡ EPRG PG 
⇐ 7IK D≡ E PRG PG
 PTG  D± E
 PTFG  D± EF
FG HJpV] P_DF ± EF

eV]UHYpWHO
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Def. [a]m az a elem által reprezentált m szerinti maradékosztály az 
a -val kongruens elemek halmaza (mod m)  .
Def. Teljes maradékrendszer (TMR) modulo m tartalmaz  az 
összes m szerinti maradékosztályból pontosan egyet. 
[a]m az a elem által reprezentált m szerinti redukált 
maradékosztály, ha (a, m) = 1. 
Redukált maradékrendszer (RMR) modulo m tartalmaz  az összes m
szerinti redukált maradékosztályból pontosan egyet. 
[a] helyett szokásos jelölés még:  
3pOGiN
 /HJ\HQ P∈1 pV YHJ\QN HJ\ 705W PRG P  'HILQLiOMXQN
PĦYHOHWHNHWDN|YHWNH]ĘNpSSHQ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EDED
u u
  
-HO|OMN =PQHO H]W D VWUXNW~UiW $ =P  ā VWUXNW~UD NRPPXWDWtY
HJ\VpJHOHPHVJ\ĦUĦ
%L]WRVDQ705W DONRWQDNDN|YHWNH]Ę
V]iPKDOPD]RNPRG P
KD P
SiUDWODQ
SiURV
Biz. 
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Ez azt jelenti, hogy Zm-ben a multiplikatív inverze x 
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Ha d = 1, akkor ⇒
bıvített euklidészi algoritmus ⇒
Ha
⇒ d = 1 mindig teljesül
⇒ Zm test
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/HJ\HQQ∈ 1 HNNRUĳQ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/HJ\HQP !HJpV]
^DDP `705PRGXOR P 
^EEĳP`505PRGXOR P 
FG ∈ = pVFP 
(NNRU
^FDG FDPG `705PRGXOR P 
^FEFEĳP`505PRGXOR P 

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Biz.
cai + d  =  caj + d
tfh (indirekt) van két nem inkongruens elem
(c, m) = 1
és pontosan m db elem!
(c, m) = 1 és (bi , m) = 1
⇒ (cbi , m) =1 
cai =  caj
ai =  aj
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Lineáris kongruencia megoldása
m | ax – b ⇒
d | ax + my ⇒ d | b
bıvített euklidészi algoritmus ⇒

PLQGHQN∈ =UH[PHJROGiVPHUW
7HKiWPLQGHQPHJROGiVLO\HQDODN~
D]|VV]HVPHJROGiVPRG P
7pWHOGLRIDQWLNXV HJ\HQOHWPHJROGiVD 
5|J]tWHWWDEF HJpV]V]iPRNHVHWpQD]
D[ E\  F
GLRIDQWLNXV HJ\HQOHWQHNDNNRUpVFVDNDNNRUYDQPHJROGiVDKD
DE _F 
%L]
7IK [ \ PHJR
DE _D ∧ DE _E OLQNRPEWXO
DE _D[ E\  F
⇐WIK DE _F
F DET
F DX EYT
F DXT EYT
 HJ\PHJR[ XT \ YT 
eV]UHYpWHO KDD[ E\  F
∀ W∈ = 
[  [EW\  \± DW 
D[ E\  D[EW E\± DW  D[ E\
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Biz.
bıvített euklidészi algoritmus ⇒

KD[ ≡ F PRG P [ PHJROGiVDD]HOVĘ NpWNRQJUXHQFLiQDN
[ PHJROGiVDD]HOVĘ NpWNRQJUXHQFLiQDN PP _[ ± F
 PP _[ ± F
.DSWXNKRJ\D]HUHGHWLNRQJUUHQGV]HUHNYLYDOHQVDN|YHWNH]ĘYHO
[ ≡ F PRG P
[ ≡ F PRG P
[ ≡ FQ PRG PQ

LQGXNFLyYDONpV]
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/HJ\HQS ≠ T NpWQDJ\SUtPV]iPpVST  Q 
YpOHWOHQH[SRQHQV QHPMyKD
ROGMXNPHJ
]HQHW
]HQHWNyGMD

$]]HQHWYLVV]DIHMWpVHGHNyGROiV
≡ 
PHUW
KDVRQOyDQ NtQDLPDUWpWHO
0HJMHJ\]pV QHQ\tOYiQRV NXOFVQGWLWNRV
'LJLWiOLVDOitUiV
H]WNDSWXN$OL]WyO

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'HIV]iPHOPpOHWL IJJYpQ\
7RYiEEiKDP Q∈ 1 pV P Q   DNNRUI
DGGLWtYKD
IPQ  IP IQ
PXOWLSOLNDWtYKD
IPQ  IPIQ
I WRWiOLVDQ WHOMHVHQ DGGLWtY LOOHWYH WRWiOLVDQ WHOMHVHQ
PXOWLSOLNDWtYKD D]HOĘEEL|VV]HIJJpVHNPQ≠ HVHWpQ LV
IHQQiOOQDN

eV]UHYpWHOHN
KDI DGGLWtYDNNRU
I 
KDI PXOWLSOLNDWtYDNNRU
I 
KDQHPD]RQRVDQ
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PXOWLSOLNDWtY
 ¯®
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V]RU]DWDSUtPNO|QE|]ĘGEKD
RV]WyMDWSUtPQpJ\]HQHNYDQKD

NQ
Q
Q Nμ
 Q SUtPRV]WyLQDNV]iPDνQ DGGLWtY
QHPWRWiOLVPHUW
7RWiOLVDQDGGLWtYpVPXOWLSOLNDWtY LVD]D]RQRVDQIJJYpQ\
7RWiOLVDQPXOWLSOLNDWtY EiUPHO\YDOyVDUD
7RWiOLVDQDGGLWtYEiUPHO\D !YDOyVV]iPUD
48Tétel ( φ multiplikatív)
φ multiplikatív.
Biz. 
1 2 ......                a
a + 1 a + 2 ......               2a
(b – 1)a + 1      (b – 1)a + 2    ......              ba
......
számoljuk meg, hogy a táblázatban hány relatív prím van ab -hez : 
ennyi lesz φ(ab)  értéke.
6.1.22. következmény ⇒ azokat kell számolni, amelyek a-hoz és 
b-hez is rel. prímek
PLQGHQRV]ORSNRQJUXHQVHOHPHNHWWDUWDOPD]PRG D
PLQGHQVRUHJ\705PRG D PLQGHQVRUEDQϕDGEHOHP
UHODWtYSUtPDKR]
 |VV]HVHQĳDĳEUHOSUtPYDQDE KH]
 ĳDGERV]ORSQDNUHO SUtPHND]HOHPHLDKR]
RPQLEXV]WpWHO PLQGHQRV]ORS705PRG E KD D E  
 PLQGHQRV]ORSEDQĳEUHODWtYSUtPE KH]

50Tétel( φ kiszámolása)
Biz.
φ multiplikatív ⇒
prímhatvány helyek, aztán összeszorzás

ĳSα  "
  S SSS±S SSSS±Sα Sα
PHO\HNQHPUHODWtYSUtPHNS KH] "
ĳSα  Sα ± Sα 
S LJ S ± GEYDQPDJDSD]D]ĳS  S ± S
WRYiEEV]iPROYD
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'HI $*  9 ( ϕKiUPDVWLUiQ\tWDWODQ JUiIQDN QHYH]]NKD
9 ( KDOPD]RN9≠ ∅9∩ ( ∅ pVϕ  (→ 9Δ9
9Δ9  ^>D E@ ⏐ D E∈ 9` DKRO >D E@  >E D@
9SRQWFV~FVKDOPD]9* * SRQWMDLY*  _9*_  9
(pOKDOPD](* * pOHLH*  _(*_  (
YpJHVJUiI9* (*YpJHV
H∈ ( pOYpJSRQWMDLHLOOHV]NHGLNDUDpVEUH
KDD E∈ 9 HVHWpQ ϕH >DE@
KXURNpOD E
SiUKX]DPRVW|EEV]|U|VpOHI∈ ( KDϕH  ϕI
V]RPV]pGRVpO H I ∈ ( KDϕH   >D D@ϕI  >E E@ HVHWpQ
^D D`∩ ^E E` ≠ ∅
HJ\V]HUĦJUiIKXURNpVW|EEV]|U|VpOQpONOLJUiI
V]RPV]pGRVFV~FVRN D D ∈ 9  KDD ≠ D pV∃ H∈ ( 
ϕH   >D D@
L]ROiOWFV~FVD GD 
D FV~FVIRNDDUiLOOHV]NHGĘpOHNV]iPDKXURNQiOMHO|OpVGD
$* 9(JUiIUHJXOiULVKDGDpUWpNHD]RQRVPLQGHQD∈ 9UH
QUHJXOiULVKDHNNRUGD Q YDODPHO\DWHUPpV]HWHVV]iPUD
H
H
HH
Y
Y
Y
Y HY
-HJ\]HWEHQiEUD
5Petersen – gráf  ( 3-reguláris )
7pWHOIRNV]iPpOV]iP
/HJ\HQ* 9((NNRU
 *HDG
9D
 ¦
∈
.|YHWNH]PpQ\*EHQDSiUDWODQIRN~FV~FVRNV]iPDSiURV
%L]
PRGDGDGDG
PRGDGPRGDG9D
≡ ¦¦¦
≡≡∈
DPLEĘONDSMXNKRJ\
PRGDG
PRGDG
≡¦
≡
'HI $* 9 (pV*
 9
 (
JUiIL]RPRUI KDOpWH]LNπ 9→ 9

pVρ (→ (
ELMHNFLy ~J\KRJ\D∈ 9 pVH∈ (LOOHV]NHGLN *EHQ
⇔ πD pVρHLOOHV]NHGLN *
EHQ
'HI $* 9 (pV*
 9
 (
HJ\V]HUĦ JUiIL]RPRUI KDOpWH]LN
π  9 → 9
 ELMHNFLy ~J\  KRJ\ D E ∈ 9 V]RPV]pGRV *EHQ
⇔ πD pVπEV]RPV]pGRV *
EHQ
'HI $* 9 (HJ\V]HUĦJUiI WHOMHVJUiIKDEiUPHO\NpWSRQWMD
V]RPV]pGRV.Q MHO|OLD]Q SRQW~WHOMHVJUiIRW
eV]UHYpWHOHN
XJ\DQDQQ\LFV~FVV]iP~WHOMHVJUiIRNL]RPRUIDN
.QQHN QQ ± pOHYDQ
'HI $ *  9 ( ϕ KiUPDVW SiURV JUiIQDN QHYH]]N KD
9 9 ∪ 9 9 ∩ 9 ∅ pV *PLQGHQpOpQHNHJ\LNYpJSRQWMD
9EHQPiVLNYpJSRQWMD9EHQ YDQ
-HJ\]HWEHQiEUD
. ÄKi]N~W´.
.XUDWRZVNL ± JUiIRN
9
9
$ % &
' ( )



 

$→%→&→'→(→)→
,]RPRUIDN"

'HI $ *
 9
(
ϕ
 JUiIRWD* 9(ϕ JUiIUpV]JUiIMiQDN
QHYH]]NKD
9
⊆ 9 pV(
⊆ ( YDODPLQW
ϕ
H ϕH PLQGHQH∈ (
UH
'HI +DD *
 9
(
ϕ
 JUiID* 9(ϕ JUiIUpV]JUiIMDpV(

PLQGD]RQ (EHOL pOHNHW WDUWDOPD]]D PHO\HN YpJSRQWMDL 9
EHQ
YDQQDNDNNRU*
 WWHOtWHWWUpV]JUiIQDN QHYH]]NYDJ\SRQWRVDEEDQ
9
 iOWDOPHJKDWiUR]RWWWHOtWHWWUpV]JUiIQDN

'HI +D+ UpV]JUiIMD*QHN DNNRUD 9* (*?(+ϕ_(?(
 JUiI
+*UHYRQDWNR]yNRPSOHPHQWHUH
'HI $] HJ\V]HUĦ + JUiI NRPSOHPHQWHUH D] XJ\DQH]HQ
SRQWKDOPD]RQOpYĘWHOMHVJUiIUDYRQDWNR]yNRPSOHPHQWHUpWMHOHQWL
+DFV~FVRNDWW|UOQNHJ\JUiIEyODNNRUD]LOOHV]NHGĘpOHNHWLVW|U|OQLNHOO
'HI 7HKiWKD* 9(ϕ HJ\JUiIpV9
⊆ 9 DNNRUOHJ\HQ(
⊆ (
D]RQpOHNKDOPD]DDPHO\HNLOOHV]NHGQHNYDODPHO\LN9
 ±EHOL FV~FVUD
$* JUiIEyONDSRWW9
 FV~FVKDOPD]W|UOpVpYHONDSRWWJUiI
*
  9?9
 (?(
ϕ_(?(

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Jegyzetben 7.3. ábra

'HI /HJ\HQN WHUPpV]HWHV V]iPNKRVV]~pOVRUR]DW VpWDDEyO
DNEH D] >D H D H D  HN DN@ VRUR]DWKD D D  DN∈ 9*
H H  HN∈ (* pVϕHL >DL± DL@ PLQGHQ L    NUD
'HI (J\pOVRUR]DW ~W KDEHQQHPLQGHQFV~FVNO|QE|]ĘpVYRQDO
KDPLQGHQpOHNO|QE|]Ę
'HI (J\pOVRUR]DW ]iUW KDD DN NO|QEHQQ\tOW.|U D] D ]iUW
pOVRUR]DWPHO\EHQDW|EELFV~FVHJ\PiVWyOpV DWyONO|QE|]LNpV
pOHLLVPLQGNO|QE|]ĘHN
eV]UHYpWHOHN ~WpVN|UKRVV]DD]pOHLQHNV]iPD
KRVV]~ViJ~VpWD~W
~WPLQGLJYRQDO
14 Jegyzetben 7.4. ábra
eddig séta, nem út, nem vonal
eddig vonal, nem út
eddig út









%L]
7pWHO~WOpWH]pVH
0LQGHQRO\DQQ\tOWpOVRUR]DWDPHO\D]D pVDQ D≠ DQFV~FVRNDWN|WL
|VV]HWDUWDOPD]UpV]VRUR]DWNpQWXJ\DQH]HQFV~FVRNDW|VV]HN|WĘXWDW
>D H D H D  HL DLHL  DM HM HQ DQ@
pOVRUR]DWEyO HOKDJ\KDWyD]DLHL  UpV]
+DPLQGHQL M HVHWpQDL ≠ DM DNNRUNpV]NO|QEHQOHJ\HQDL DM
YDODPHO\LQGH[HNUH

9pJHVOpSpVEHQNO|QE|]ĘFV~FVRNDWNDSXQN
 ~W
16
Biz.
Ha a vonalon csak az elsı és utolsó csúcs egyezik, akkor kész, mert 
1 db körünk van.
Ha nem, „vágjuk le” azt a részt amely az elsı csúcs-ismétlıdésig 
tart.
Tehát levágtunk egy kört és maradt egy zárt vonalunk.
Ha ez a zárt vonal kör, akkor készen vagyunk, ha nem ...

'HI(J\JUiI|VV]HIJJĘ KD EHQQHEiUPHO\NpW FV~FV|VV]HN|WKHWĘ
VpWiYDON|YHWNH]pVNpSSHQ~WWDOLV
'HI/HJ\HQaDN|YHWNH]ĘHNYLYDOHQFLDUHOiFLy D D ∈ 9*HVHWpQ
D aDKDD  D YDJ\D pVD N|]|WWYDQ~W
$] D]RQRV RV]WiO\RNED HVĘ FV~FVRN iOWDO PHJKDWiUR]RWW WHOtWHWW
UpV]JUiIRND* JUiI|VV]HIJJĘ NRPSRQHQVHLV]iPXNF*
eV]UHYpWHOHN NORV]WiO\EDHVĘFV~FVRNQHPV]RPV]pGRVDN
∀ pOKR]]iUHQGHOKHWĘ HJ\NRPSRQHQVKH]
HJ\JUiI|VV]HIJJĘKDHJ\NRPSRQHQVHYDQ
18
Def. A fa összefüggı és körmentes gráf.
19Biz. (1) ⇒ (2):
Tfh indirekte v, v´ közti él törlésével összefüggı marad a fa 
⇒ marad egy másik út v, v´ közt
ez az út + törölt él kört alkot az eredeti fában
(1)
(2) ⇒ (3):
Tfh indirekte v, v´ közt van két különbözı út és induljunk el, v-bıl v´-be
töröljük az elsı olyan élet, amely különbözik a két útban
ha nincs ilyen, akkor kör van
ha van ilyen, akkor a másik 
úton eljutunk v´-be (2) (1)
 
7IK LQGLUHNWH YDQN|UDIiEDQ
 DN|U YYSRQWMDLN|]WYDQNpWNO|QE|]Ę~W 
  IDN|UPHQWHV|VV]HIJJĘK~]]XQNEHHJ\pOWYYN|]p
Y YKXURNpO NpV] Y≠ YÄUpJL´~W~MpON|U
  WHWV]ĘOHJHVY≠ YFV~FVRNUDDN|UPHQWHV* JUiIEDQ
KD V]RPV]pGRVDN DNNRU
SRQWRVDQ H] D] HJ\ ~W YDQ
NO|QEHQN|UOHQQH ID
KDQHPK~]]XQNEHHJ\pOWYYN|]p
 N|UÄNHOHWNH]LN´
HQQHNDN|UQHNDÄPDUDGpN´UpV]HD]~W |VV]HIJJĘ ID
21
Biz. 
válasszunk egy maximális  hosszúságú u utat v, v´ végpontokkal
Tfh (indirekte) v, v´ nem elsıfokú
illeszkedik rájuk él
hol van ezen élek másik végpontja?
nincs rajta u-n
u-nál hosszabb utat találtunk
u max
u-n van
kört találtunk
feltétel
22
Biz. 
Legyen n > 1, és tegyük fel, hogy minden n-nél 
kevesebb pontú fára igaz az állítás
n = 1 esetén nyilvánvaló az állítás
(1) ⇒ (2) pontszámra vonatkozó teljes indukció
23
7.1.12. tétel ⇒ létezik elsıfokú pont: egyet hagyjunk el éllel együtt 
⇒ marad egy körmentes összefüggı gráf ⇒ fa
érvényes rá az indukciós feltevés: n – 2 éle van
továbbá ennek n – 1 pontja van 
tekintsünk egy n pontú fát
próbáljunk kitörölni egy élt és egy pontot, úgy hogy fa maradjon   
  SRQWV]iPUDYRQDWNR]yWHOMHVLQGXNFLy
/HJ\HQQ!pVWIK ∀ QQpONHYHVHEESRQW~LO\HQJUiIUDLJD]D]iOOtWiV
Q HVHWpQQ\LOYiQYDOyD]iOOtWiV
WHNLQWVQNHJ\Q SRQW~N|UPHQWHVJUiIRWDPHO\QHNQ± pOHYDQ
WpWHO OpWH]LN HOVĘIRN~SRQWKDJ\MXNHOD]pOOHOHJ\WW
SUyEiOMXQN NLW|U|OQL HJ\ pOW pV HJ\ SRQWRW
~J\KRJ\N|UPHQWHVPDUDGMRQ
PDUDGHJ\Q± SRQW~N|UPHQWHVJUiI Q ± pOOHO
,QGXNFLyVIHOWHYpVPLDWWH]|VV]HIJJĘLV
25(3) ⇒ (1)
tekintsünk egy n pontú összefüggı gráfot, amelynek n – 1 éle van
tfh van benne kör
körbıl elhagyunk egy élt, ettıl még összefüggı marad
...
végül, ha elfogytak a körök k db törlés után n pontú fát kapunk
az élek száma n – 1 – k
de (1) ⇒ (2) miatt az élek száma n – 1 
⇒ k = 0
0 db kör volt az eredeti gráfban ⇒ fa
26
Def. Az F gráf a G gráf feszítıfája, ha 
1.   pontjaik halmaza megegyezik,
2. F a G részgráfja, és
3.   F fa.
Jegyzetben 7.5. ábra
feszítıfa ?
27
Tétel. Minden véges összefüggı G gráfnak létezik feszítıfája.
Ha van kör, akkor elhagyjuk az egyik élt, ... 
Biz. 
Biz. 
elızı tétel ⇒ létezik T feszítıfa, aminek  v(G) –1 éle van

7* NRPSOHPHQWHUEHQOHJDOiEEH* ± Y*LO\HQI pOYDQ
/HJ\HQ.I D]DN|UDPL7∪ ^ I `EHQ YDQDKRO I ∈ (*? (7
 OHJDOiEEH*± Y* NO|QE|]ĘN|U
eV]UHYpWHO
'HI +DYHVV]ND]|VV]HV.I DODN~N|UWDNNRU*7UHYRQDWNR]y
DODSN|UUHQGV]HUpUĘO EHV]pOQN
$7∪ ^ I ` DODN~ UpV]JUiIRN SRQWRVDQ HJ\ N|UW WDUWDOPD]QDNWHKiW
H] DUHQGV]HU HJ\pUWHOPĦHQGHILQLiOW
29Elıfordulhat azonban, hogy több kör is van G-ben!
Jegyzetben 7.6. ábra

'HI /HJ\HQ* 9 ( ϕ HJ\JUiIYZ FV~FVRN9EHQpV9
⊆ 9
+D PLQGHQ YEĘO ZEH YH]HWĘ ~W WDUWDOPD] 9EHOL FV~FVRW DNNRU
9 HOYiJMDYWpVZW
+D (
⊆ ( pV PLQGHQ YEĘO ZEH YH]HWĘ ~W WDUWDOPD] (EHOL pOHW
DNNRU( HOYiJMDYWpVZW
+D9LOOHWYH( HJ\HOHPĦDNNRUHOYiJy V]HSDUiOySRQWUyOLOOHWYH
HOYiJy V]HSDUiOypOUĘO EHV]pOQN
'HI $ * 9 (JUiIEDQ(⊆ ( HOYiJy V]HSDUiOypOKDOPD]KDD
*  9(? (W|EENRPSRQHQVEĘOiOOPLQW*$]D]YDQQDNRO\DQ
FV~FVRN*EHQDPHO\HNHW( HOYiJ
'HI( YiJiVKDHOYiJy pOKDOPD]GHVHPHO\LNYDOyGLUpV]KDOPD]D
QHPD]
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Biz. 
T feszítıfa összefüggı
Ha TG komplementerhez hozzáveszünk egy élt T-bıl, akkor vágás lesz 
⇒ TG komplementer nem vágás
T-nek v(G) – 1 éle van
⇒ legalább ennyi különbözı vágást kapunk
A körmentes gráfot erdınek nevezzük. 
G rangja r(G) = v(G) – c(G) 
G nullitása n(G) = e(G) – v(G) + c(G)
G olyan részgráfját, mely összes pontját tartalmazza, és 
maximálisan sok élt G-bıl úgy, hogy körmentes maradjon, G
feszítı erdıjének nevezzük. 
A feszítı erdı minden összefüggı komponense G megfelelı
komponensének feszítıfája. 
32
Def.
33
Jegyzetben 7.7. ábra
A
B C
D
Pregel folyó
Königsberg polgárainak problémája. 
34
A
B
CD
Def. Ha egy G gráfban van olyan Z zárt élsorozat, amelyik G minden 
élét pontosan egyszer tartalmazza, akkor G-t Euler-gráfnak, Z-t 
pedig Euler-vonal-nak (Euler-körnek) nevezzük. 
Megjegyzés.
Többszörös éleket is megengedünk!
35
Biz.
1. lépés: Legyen Z zárt Euler-vonal G gráfban. Végighaladva Z-n, 
minden olyan élhez, mely egy x ponthoz vezet, van egy másik, 
amelyiken x-et elhagyjuk. Ezért d(x) kétszer annyi, mint ahányszor x
elıfordul Z-ben, tehát páros szám.
2. lépés: Tfh minden csúcs foka páros
⇒ létezik K1 kör G-ben (biz. gyakorlaton)
7HNLQWVNPRVWD*? . JUiIRWPLQGHQFV~FVIRNDSiURVYDJ\L]ROiOW
+DVRQOyPyGRQNLYiODV]WKDWy . N|UDPLpOGLV]MXQNW . J\HO

9pJOFVDNL]ROiOWFV~FVRNPDUDGQDN *pOGLV]MXQNW N|U|NHJ\HVtWpVH
 OpSpV +D *   . DNNRU NpV]HQ YDJ\XQN (J\pENpQW D]
|VV]HIJJĘVpJPLDWWNHOOOpWH]QLHHJ\.L N|UQHNPHO\QHN.J\HOYDQ
[N|]|VSRQWMD
[HQ NHUHV]WO EH WXGMXN MiUQL.∪ .L W ~J\ KRJ\ LQGHQ pOHW
SRQWRVDQHJ\V]HUpULQWQN

 (XOHU  YRQDO
$GGLJEĘYtWMNPtJPLQGHQN|UWIHOQHPKDV]QiOWXQN

7IK V  
7HKiWHGGLJEHOiWWXN* |VV]HIJJĘYpJHVJUiIUD
* (XOHUJUiI ⇔
⇔
PLQGHQSRQWMDSiURVIRN~
*pOGLV]MXQNW N|U|NHJ\HVtWpVH
OHJ\HQ YYDNpWSiUDWODQIRN~SRQW
KDX HJ\YYW|VV]HN|WĘPD[ KRVV]~YRQDODNNRU
KDX PLQGHQpOWWDUWDOPD]NpV]
KDQHP∃ Z FV~FVD]X YRQDORQDPHO\UHLOOHV]NHGLNÄQHPIHOKDV]QiOW´ pO
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iduljunk el w csúcsból egy ilyen élen
folytassuk az utat mindig „nem felhasznált” élen
a pontokra csak páros sok „nem felhasznált” él illeszkedik
⇒ elıbb – utóbb visszaérünk w-be
⇒ kaptunk egy 0-nál hosszabb k kört
Tehát u w-ig + k + u w-tıl hosszabb vonal v-bıl v´-be, mint u
u max
⇒ u minden élt tartalmaz
Tfh s > 1
választunk két különbözı elsıfokú pontot és egy ıket összekötı utat
töröljük ezen út éleit a gráfból
a végpontoktnak eggyel, az út többi pontjának 2-vel csökken a fokszáma
⇒ a páratlan fokszámú pontok száma pontosan 2-vel csökkent
ezt a „mőveletet” megismételhetjük (pontosan még s – 1-szer), mert a 
komponensekben párosával fordulnak elı a páratlan fokszámú pontok
39
végül csupa páros fokszámú csúcs marad
egy kört „egyesítünk” azzal a kivágott 
vonallal, amivel van közös pontja 
hogy jönnek ki az éldiszjunkt vonalak?
s = 0 eset ⇒ izolált pontok, illetve éldiszjunkt körök maradhatnak
s db éldiszjunkt „kivágást” csináltunk 
ekkor már nem biztos, hogy összefüggı!
⇒ s db éldiszjunkt vonalat kapunk
egy vonalhoz több kör is 
csatlakozhat, attól 
éldiszjunktak maradnak 
40
vv´
41
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Def. Ha van egy G gráfban olyan K kör, melyben minden V(G)-beli
csúcs pontosan egyszer szerepel, akkor K-t Hamilton-vonalnak
(Hamilton-körnek) nevezzük, G-t pedig Hamilton-gráfnak. Egy út 
Hamilton-út, ha G minden pontját pontosan egyszer tartalmazza.
Jegyzetben 7.8. ábra
Euler-gráf
Nem Hamilton-gráf
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2
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7
YX
Az X gráfban Hamilton-kört képeznek az
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 1) illetve az (1, 2, 3, 7, 5, 4, 6, 1) csúcsok.
Y-ban nincs Hamilton-kör. 
Példa

'HI /HJ\HQ*  9(ϕZ RO\DQJUiI DKROZ IJJYpQ\HJ\H∈
(*pOKH]UHQGHOYDOyVV]iPKDOPD]EHOLpUWpNHWDPHO\HWH V~O\iQDN
QHYH]]N;⊆ (*HVHWpQD]; UpV]KDOPD]V~O\D
 ¦
∈;H
HZ
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Válasszuk ki a legkisebb súlyú olyan élek egyikét,
amelynemalkot kört az eddig kiválasztott élekkel.
Van még ilyen él? i
STOP
n
Válasszuk ki a legkisebb súlyúélek egyikét.
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2. eset:
w(e1) = w(e0).
⇒
F1 -nek eggyel több közös éle van F-fel, mint F0 nak. 
F0 tartalmazza a legtöbb
közös élt F-fel a minimális
súlyú feszítıfák közül
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Megjegyzés
Jegyzetben 7.9. ábra
nem tudunk mindig minimális súlyú élt választani
biztosan ez a harmadik választás
0RKyDOJRULWPXVRN
∀ OpSpVEHQDOHKHWVpJHVOHKHWĘVpJHNN|]OD]DGRWWOpSpVEHQDYpJFpO
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$*  9 ( ϕ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D*¶ 9 (¶ ϕ¶ LUiQ\tWDWODQW RO\PyGRQ KRJ\PLQGHQ H ∈ (
ϕH  X Y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ϕ¶H¶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X Y
YDJ\ ϕ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Y X (] D] XWyEEL KR]]iUHQGHOpV PiU QHP OHV]
HJ\pUWHOPĦ
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*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H H  HN ∈ (* YDODPLQW ϕHL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YL YL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L    NUD
NDSFVROyGyIRJDOPDNKDVRQOyDQPLQWLUiQ\tWDWODQQiO
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+DVRQOy QHPPRQGKDWy HORO\DQJUiIUyOPHO\EHQPLQGHQFV~FVRQ
KDODGiWN|U

/HJ\HQ*  9 (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Y Y ∈ 9*HVHWpQOHJ\HQY a YKDY  Y YDJ\Y FV~FVEyO
YEHpVYEĘOYEHLVYH]HWLUiQ\tWRWW~W
2V]WiO\RN DFV~FVRNGLV]MXQNW UpV]KDOPD]DL
ÈOWDOXNPHJKDWiUR]RWWWHOtWHWWUpV]JUiIRND* HUĘVHQ|VV]HIJJĘ
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
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Példa
1. Minden csúcson halad át kör, mégsem irányítható
úgy, hogy erısen összefüggı legyen. 
2. Az erıs komponensek diszjunktak, és tartalmazzák a gráf 
minden pontját, de nem feltétlenül minden élét
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A gyökértıl minden csúcshoz pontosan 1 út vezet
⇒ gyökéren kívüli csúcsok befoka 1 
n-edik szint: azon csúcsok halmaza, amelyekhez  n hosszúságú út 
vezet a gyökérbıl, a szintek maximuma a fa magassága.
Ha v kezdı, v´ és v´´ végpontja egy élnek, akkor v a szülı, 
v´ és v´´ a gyerekek (testvérek). 
Irányított fa 0 kifokú csúcsa a levél.
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Egy gráf akkor és csak akkor rajzolható gömbre, ha síkba rajzolható.
Síkba rajzolható gráfok
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Egy tartomány a síknak azon legnagyobb része, amelynek bármely 
két pontja összeköthetı síkbeli vonallal, amely nem tartalmazza a gráf 
csúcsait, illetve éleinek egyetlen pontját sem. Síkba rajzolható gráf 
tetszıleges belsı tartománya egy másik lerajzolásban lehet külsı
tartomány.
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Tétel (Euler-formula)
Egy összefüggı síkbeli gráf, amelynek t tartománya van ( a külsı 
tartományt is beleértve ), eleget tesz az Euler-formulának:
v(G) – e(G) + t = 2.
Bizonyítás (vázlatos)
Tekintsük a gráf egy K körét (ha van) és ennek egy a élét. A K kör a 
síkot két részre osztja. Mindkét részben van egy-egy tartomány, 
amelynek a határa.
a-t elhagyjuk ⇒
A két tartomány egyesül, a tartományok és az élek száma eggyel 
csökken, és így v(G) – e(G) + t értéke nem változik.
. . .
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Egy gráf síkba rajzolhatóságát nem befolyásolja, hogyha egy élét
helyettesítjük kettı hosszúságú úttal, illetve, ha valamelyik kétfokú 
csúcsra illeszkedı éleit egybeolvasztjuk, és a csúcsot elhagyjuk.
Két gráf topologikusan izomorf, ha az elıbb említett 
transzformációk véges sokszori alkalmazásával izomorf gráfokba 
transzformálhatóak.
Tétel (Kuratowski)
Egy egyszerő véges gráf akkor és csak akkor rajzolható síkba, ha 
nem tartalmaz a Kuratowski gráfok valamelyikével topologikusan
izomorf részgráfot.
Def.

/HJ\HQD* JUiIEDQ9  ^YYQ`pV(  ^HHP`
&V~FVPiWUL[V]RPV]pGViJLPiWUL[%Q×Q
ELM  
L M HVHWpQDKiQ\KXURNpO LOOHV]NHGLNYLUH
KDLUiQ\tWDWODQ
L≠ M HVHWpQDKiQ\pOYDQYL pVYM N|]W
ELM  KDLUiQ\tWRWW DKiQ\pOYDQYL NH]GĘpVYM YpJSRQWWDO
,OOHV]NHGpVLPiWUL[pOPiWUL[%Q×P
ELM  
KDHMQHN YL NH]GĘSRQWMD
KDLUiQ\tWRWW ±KDHM QHPKXURNpO pVYL DYpJSRQWMD
HJ\pENpQW
ELM  
KDHM LOOHV]NHGLNYL SRQWUDKDLUiQ\tWDWODQ
HJ\pENpQW
Algebra: csoportelmélet
18.1. Csoportok
8. ALGEBRA
Jegyzetben 8.1. ábra
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MREEROGDOLHJ\VpJHOHP
3pOGD
¿
¾
½
¯
®
­
∈¸¸¹
·
¨¨©
§
5


 ED
ED
ED
*
*IpOFVRSRUW DPiWUL[V]RU]iVVDOWRYiEEiEDOROGDOLHJ\VpJHOHP

\
\
¸¸¹
·
¨¨©
§
[
[
DKRO[\ KLV]HQ
¸¸¹
·
¨¨©
§
 ¸¸¹
·
¨¨©
§
uu
uu
¸¸¹
·
¨¨©
§
u¸¸¹
·
¨¨©
§
GF
GF
G\[F\[
G\[F\[
 
GF
GF
[
[









\
\
YpJWHOHQVRNYDQ

'HI
/HJ\HQD*u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,QYHU]H DQDND]D¶ HOHPKD
DD¶ D¶D  H
*D*uIpOFVRSRUWEDQ HE EDOROGDOLHJ\VpJHOHP$]D∈ * HOHPQHN
DE∈ *D]HEUHYRQDWNR]WDWRWWEDOLQYHU]HKD DED  HE LOOHWYHD]
HEUH YRQDWNR]WDWRWW MREELQYHU]H KD DDE   HE +DVRQOyDQ
GHILQLiKDWy DEDO pVMREELQYHU] IRJDOPDMREEROGDOLHJ\VpJHOHPUH
7pWHOHJ\VpJHOHPpVLQYHU]XQLFLWiVD
)pOFVRSRUWEDQ OHJIHOMHEEHJ\HJ\VpJHOHPOpWH]LNpVPLQGHQHOHPQHN
OHJIHOMHEEHJ\D]HJ\VpJHOHPUHYRQDWNR]yLQYHU]HOpWH]LN
%L]
/HJ\HQ*uIpOFVRSRUW HE EDOROGDOL HM SHGLJMREEROGDOLHJ\VpJHOHP
*EDQ(NNRU HE HMKLV]HQ
HEHM HM pVHEHM HE
PHUW HE EDOHM MREEROGDOLHJ\VpJHOHP
)JJYpQ\HJ\pUWHOPĦ$VV]RFLDWtYWXODMGRQViJ
DEDDM DEDDM DEH  DE pVDEDD M DEDDM HDM DM
+DD]D∈ * HOHPQHNDE EDOLQYHU]HDM SHGLJMREELQYHU]HDNNRUDE  DM
12Tétel(homomorf invariánsok félcsoportban)

%L] /HJ\HQDEF ∈ *DNpSHOHPHNHWMHO|OMH 

+D*QHNH HJ\VpJHOHPHJ WHWV]ĘOHJHVHOHPHDNNRU

+DJQHNJ DMREEROGDOLLQYHU]HDNNRU

+DJ pVK IHOFVHUpOKHWĘDNNRU
'HILQtFLy,
$+uIpOFVRSRUW FVRSRUW KD
PLQGHQD∈ + HOHPQHNOpWH]LNHUUHDEDOROGDOL
HJ\VpJHOHPUHYRQDWNR]yDE EDOLQYHU]H
DED  HE
OpWH]LNEHQQH HE EDOROGDOLHJ\VpJHOHPpV
'HILQtFLy,,
$+uIpOFVRSRUW FVRSRUW KD
PLQGHQD∈ + HOHPQHNOpWH]LNHUUHD]HJ\VpJHOHPUH
YRQDWNR]yD± LQYHU]H
D±D DD± H
OpWH]LNEHQQH HHJ\VpJHOHPpV
'HILQtFLy,,,
$+uIpOFVRSRUW FVRSRUW KD
D[  E pVD]\D  E
HJ\HQOHWHNPHJROGiVD+EDQ
PLQGHQDE∈ + HVHWpQHJ\pUWHOPĦHQ OpWH]LND]
'HILQtFLy,9
$+uIpOFVRSRUW FVRSRUWKDDPĦYHOHWLQYHUWiOKDWyD]D]
D[  E pVD]\D  E
HJ\HQOHWHNPHJROGiVD+EDQ
PLQGHQDE∈ + HVHWpQOpWH]LND]
7pWHOFVRSRUWGHILQtFLyL
$FVRSRUWGHILQtFLyLHNYLYDOHQVHNHJ\PiVVDO
%L]
, ,,
/HJ\HQD∈ + EDOROGDOLHJ\VpJHOHPUHYRQDWNR]yEDOLQYHU]H DED]DE
EDOROGDOLHJ\VpJHOHPUHYRQDWNR]yEDOLQYHU]H SHGLJEHNNRUHJ\UpV]W
EDEDDE EDEDDE HEDDE HEDD E DDE 
PiVUpV]W
EDEDDE EDEDDE EHEDE EDE HE
7HKiWDDE  HE

DE D]D HOHPNpWROGDOLLQYHU]HHEUHYRQDWNR]yDQD±
17Továbbá eb jobb oldali egységelem is, mert
aa–1a = (aa–1 ) a = eba = a ,
és
aa–1a = a(a–1 a) = aeb ,
aeb = eba = a .
⇒
II. ⇒ III.
Belátható, hogy az ax = b egyenletnek legfeljebb egy megoldása 
van, legyen ugyanis x0 egy megoldás, azaz
18
ax0=b.
Ekkor balról szorozva a–1-nel kapjuk, hogy
a–1ax0 = a–1b ,
ex0 = a–1b
x0 = a–1b
Függvény egyértelmő!!!
Tehát az egyenlet megoldása legfeljebb az  a–1b elem lehet, és valóban 
az is, mert
a(a–1b ) = (a–1a)b = eb = b.
Az ya = b esetben hasonlóan bizonyítunk.
,,, ,9$]iOOtWiVQ\tOYiQYDOy
(OVĘNpUGpV OpWH]LNHEDOROGDOLHJ\VpJHOHP"
7HNLQWVQNHJ\WHWV]ĘOHJHVD∈ +HOHPHWpVROGMXNPHJD]
\D  D
HJ\HQOHWHW/HJ\HQDPHJROGiVHE
,9 ,
,9 WHWV]ĘOHJHVE∈ + UD PHJROGKDWy D]
D[  E
HJ\HQOHWLV/HJ\HQ[ HJ\PHJROGiV(NNRU
HEE  HED[ HED[ D[ E
0iVRGLNNpUGpV OpWH]LNHDEDOROGDOLHJ\VpJHOHPUH
YRQDWNR]yEDOLQYHU] LV+EDQ"
9iODV] ,JHQPHUW
WHWV]ĘOHJHV D∈ +UHD]\D  HE HJ\HQOHWPHJROGKDWy
DPHJROGiVOHV]DEDOROGDOLHJ\VpJHOHPUHYRQDWNR]yEDOLQYHU]
'HI$EHOFVRSRUWQDN QHYH]]NDNRPPXWDWtYFVRSRUWRNDW
21Következmény
Csoportban a mővelet reguláris .
Biz.
Tegyük fel, hogy  ac = bc = d.
az yc = d egyenlet megoldása egyértelmő, 
a és b megoldásai az egyenletnek, 
⇒
a = b.
A másik oldali regularitás hasonlóan látható be. 
22Észrevétel(szorzat inverze):
(ab)–1 = b–1a–1 .
Hiszen:
(b–1a–1 ) ab = b–1(a–1 a)b = b–1b = e.
Példa
Legyen (H, ×) a következı algebrai struktúra:
H = {a, b , c}, 
a mőveletet pedig definiálja a következı tábla:

DEFF
EFDE
FDED
FED
∀ DE∈ + UD PHJROGKDWyD[  EVRURNpV\D  ERV]ORSRNLV
,QYHUWiOKDWyHJ\pUWHOPĦ
1LQFVHJ\VpJHOHP1LQFVLQYHU]
+RJ\IRUGXOKDWH]HOĘ"
9iODV]QHPDVV]RFLDWtYDPĦYHOHW
DEF DF  F
≠ DEF  DE D
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/HJ\HQ $ Ω % ΩDOJHEUDLVWUXNW~UDpV%⊆ $
+DOpWH]LNΩ pVΩ N|]|WWRO\DQN|OFV|Q|VHQHJ\pUWHOP OHNpSH]pV
KRJ\ PLQGHQΩEHOL IQHN PHJIHOHOĘΩ EHOL I D] I %UH YDOy
PHJV]RUtWiVDDNNRUD]WPRQGMXNKRJ\
% UpV]VWUXNW~UiMD $QDNMHOEHQ%≤ $+D% YDOyGLUpV]KDOPD]D
$QDNYDOyGL UpV]VWUXNW~UiUyO EHV]pOQN
'HI
&VRSRUWWHWV]ĘOHJHVQHPUHVUpV]KDOPD]DNRPSOH[XV
.RPSOH[XVV]RU]iV
/HJ\HQ + ā FVRSRUW3  ^. _. NRPSOH[XV +EDQ`. /∈ 3
HVHWpQ./ ^NO _ N∈ . pVO∈ /`
/HPPD NRPSOH[XVRNIpOFVRSRUWMD
$GRWW + FVRSRUW NRPSOH[XVDL D NRPSOH[XVV]RU]iVUD HJ\VpJHOHPHV
IpOFVRSRUWRW DONRWQDN
%L]
$NRPSOH[XVV]RU]iV]iUW3UHQp]YHKLV]HQ3 → 3 DODN~ IJJYpQ\
$PĦYHOHWDVV]RFLDWtYPLYHO./0∈ 3 HVHWpQ
^ ` ∈∈∈⏐uu 0P/O.NPON/0. 
^ `0P/O.NPON0./ ∈∈∈⏐uu  
 (J\VpJHOHP (   ^H` DKRO H D +EHOL HJ\VpJHOHP PLYHO
WHWV]ĘOHJHV.∈ 3HVHWpQ
(. ^HN ⏐ N∈ .` ^N⏐ N∈ .` .
.( ^NH ⏐ N∈ .` ^N⏐ N∈ .` . 

7pWHOHNYLYDOHQViOOtWiVRNUpV]FVRSRUWRNUD
/HJ\HQ * ā FVRSRUW pV + NRPSOH[XV *EHQ (NNRU D N|YHWNH]Ę
iOOtWiVRNHNYLYVDOHQVHN
+ UpV]FVRSRUW*EHQ
 $ u PĦYHOHW +UD YDOy OHV]ĦNtWpVH HJ\ +×+W +ED NpSH]Ę
OHNpSH]pV+ WDUWDOPD]]D* HJ\VpJHOHPpWpV+ ⊆ + 
 ++⊆ + pV+ ⊆ + 
 ++ ⊆ + 
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 
)HOWHVV]NKRJ\+≤ *
 (NNRU D OHV]ĦNtWpVQHN EHOVĘ PĦYHOHWQHN NHOO OHQQLH +Q D]D]
EiUPHO\NpW+EHOLHOHPV]RU]DWD+EHOLNO|QEHQQHPOHQQHFVRSRUW
 +QDNYDQHJ\VpJHOHPHH+ PHUWFVRSRUWtJ\∀ +EHOLN HOHPUH
H+N  N
WRYiEEiD*EDQOHYĘ H* HJ\VpJHOHPUHLVWHOMHVO*EHQKRJ\
H*N  N
UHJXODULWiV H*  H+
/HJ\HQN∈ + HOHP LQYHU]H+EDQ
−+N
*EHQSHGLJ
−*N
$N|YHWNH]Ę|VV]HIJJpVHNQHNWHOMHVOQLHNHOO
 +* HNN  u
−  ++ HNN  u
−
UHJXODULWiV  −−  +* NN

  7ULYLiOLV
 
0RVWWHJ\NIHOKRJ\+±+⊆ +
 +≠ ∅ 
∃ N ∈ + N ∈ +  NN∈ ++⊆ +

H∈ +
 
++ ⊆ +
∀ N ∈ +
NH∈ + +⊆ +
WHKiW+EHOLHOHPLQYHU]HLV+EDQYDQ
 N O ∈ + NO ∈ + "
N O ∈ + N ∈ +  N∈ +

NO  NO ∈ ++⊆ +
0HJMHJ\]pV
+≤ * ++ +pV ++ +PHUW
+ H+ ⊆ + +⊆ +LOOHWYH + H+ ⊆ ++⊆ +
.|YHWNH]PpQ\
/HJ\HQ* FVRSRUWΓ ≠ ∅ DGRWWLQGH[KDOPD]pVPLQGHQγ ∈ Γ HVHWpQ
+γ ≤ *(NNRUDUpV]FVRSRUWRNPHWV]HWHLVUpV]FVRSRUWYDJ\LV

Γ∈
≤ 
γ
γ *+ '
%L]
H∈ ' ' ≠ ∅
WHKiW' NRPSOH[XV*EHQWRYiEEi WHWV]ĘOHJHVγ ∈Γ UD


γγγ +++'' ⊆⊆
−−
PHUW +γ ≤ *

Γ∈
−  ⊆
γ
γ '+ 
''
7pWHO ' ≤ *
0HJMHJ\]pV
5pV]FVRSRUWRNXQLyMiUDKDVRQOyiOOtWiVQHPPRQGKDWy
3pOGD.OHLQFVRSRUW
$GRWW+uDKRO+ ^H D E F`WRYiEEi
 H D E F
H H D E F
D D H F E
E E F H D
F F E D H
(NNRU. ^HD`pV / ^H E`
UpV]FVVRSRUWMDL +QDNGH
. ∪ /  ^HDE`QHPUpV]FVRSRUW

'HI
/HJ\HQ* FVRSRUWpV. NRPSOH[XV*EHQ. JHQHUiWXPD

/.
*/
/
⊆
≤
 .
+D¢.²  *DNNRU. D* JHQHUiWRUUHQGV]HUH
+D.  ^J`HJ\HOHPĦDNNRU
* D]J HOHPiOWDOJHQHUiOWFLNOLNXVFVRSRUW
*QHND. KDOPD]WWDUWDOPD]y
OHJV]ĦNHEEUpV]FVRSRUWMD
JHQHUiWRUYDJ\JHQHUiOyHOHP
7pWHOJHQHUiWXP HOHPHL
+D. NRPSOH[XVDD* FVRSRUWQDNDNNRU
^ `VM..NVNN. MV ≤≤∈∈⏐uu −   1
%L]/HJ\HQ
UHVV]RU]DWD]HJ\VpJHOHP
^ `VM..NVNN+ MV ≤≤∈∈⏐uu −   1
 1\tOYiQYDOyKRJ\ .+ ⊆ PLYHO¢.² UpV]FVRSRUW*EHQ
 + LVUpV]FVRSRUW*EHQPLYHOEHQQHYDQ* HJ\VpJHOHPH]iUWD
V]RU]iVUDpVD]LQYHU]NpS]pVUH
WRYiEEiPLQGHQ.EHOLHOHPHWWDUWDOPD]
 ¢.² ⊆ +

'HI&VRSRUWUHQGMH DFVRSRUWHOHPHLEĘOiOOyKDOPD]V]iPRVViJD
* FVRSRUWHVHWpQH]W_*_YHO YDJ\2*YHO MHO|OMN
J ∈ * HOHPUHQGMH DOHJNLVHEEQ SR]LWtYHJpV]DPHO\UHJQ  HKD
QLQFVLO\HQQDNNRU
3pOGiN
 $] 5 ā FVRSRUWEDQ  pV ± YpJHVUHQGĦ HOHPHN D W|EEL
YpJWHOHQUHQGĦ
3UIHUFVRSRUW D]|VV]HVSQHGLN HJ\VpJJ\|NDKROS U|J]tWHWW
SUtPV]iPpVDPĦYHOHWDN|]|QVpJHVV]RU]iV
0LQGHQHOHPYpJHVUHQGĦPDJDDFVRSRUWYpJWHOHQUHQGĦ

%L] 9pJWHOHQHVHW
J HJJ±JJ±
=FVRSRUWWRYiEEiWHNLQWVQNHJ\J HOHPiOWDOJHQHUiOWYpJWHOHQ
FLNOLNXVFVRSRUWRW
,]RPRUI OHNpSH]pVKR]KDWyOpWUHN|]WN
ϕQ JQQ∈ =
QP∈ = HVHWpQ
ϕQP JQP JQJP ϕQϕP
WHKiWOpQ\HJpEHQHJ\HWOHQYpJWHOHQFLNOLNXVFVRSRUWYDQ
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2. Véges eset
Biztosan léteznek k > s egészek úgy, hogy
gk = gs ⇒ gk -s = e .
Az ilyen tulajdonságú természetes számok közül a legkisebbet 
jelöljük n-nel.
Ekkor az
g0 = e, g, g2, ..., gn–1                                  (*) 
elemek egyrészt mind különbözıek, másrészt g-nek minden hatványa 
elıfordul a fenti halmazban.
Miért ?
A különbözıség n minimális voltából következik.

/HJ\HQP WHWV]ĘOHJHVHJpV]PDUDGpNRVRV]WiVQQHOHJ\pUWHOPĦ
P TQ UDKRO  ≤ UQ

JP JTQU JTQJU JQTJU HTJU JU
0LQGH]HNDODSMiQDHOHPHNDONRWMiNDFVRSRUWRW
9L]VJiOMXNWRYiEEiDN|YHWNH]ĘIJJYpQ\W ϕ[ PRG Q J[
ϕ L]RPRUIL]PXVD PRG QPDUDGpNRV]WiO\RNDGGLWtYFVRSRUWMDpV 
KDOPD]N|]|WW
(]HN V]HULQWPLQGHQQ WHUPpV]HWHV V]iPKR] OpQ\HJpEHQ HJ\HWOHQQ
HGUHQGĦ FLNOLNXVFVRSRUWYDQ
$FLNOLNXVFVRSRUWRNNRPPXWDWtYDNKLV]HQ
JNJV  JNV JVJN PLQGHQ NV∈ =UH

eV]UHYpWHO J ∈ * HOHP UHQGMH PHJHJ\H]LN D] HOHP iOWDO JHQHUiOW
UpV]FVRSRUWUHQGMpYHO
7pWHOFLNOLNXVFVRSRUWUpV]FVRSRUWMD
&LNOLNXVFVRSRUWPLQGHQUpV]FVRSRUWMDFLNOLNXV
%L]
/HJ\HQ½J¾ * pV+≤ *
HVHW + ^H` HNNRU NpV]
 HVHW + ≠ ^H`  HNNRU EL]WRVDQ OpWH]LN JQHN SR]LWtY NLWHYĘV
KDWYiQ\D +EDQ
/HJ\HQG D]DOHJNLVHEESR]LWtYNLWHYĘPHO\UHJG∈+
JG∈+
½JG¾⊆ +
0RVW PiU FVDN D]W NHOO EL]RQ\tWDQXQN KRJ\+QDN WHWV]ĘOHJHV JP
HOHPHJGQHN KDWYiQ\D
0DUDGpNRVRV]WiVGYHOHJ\pUWHOPĦ
P TG UDKRO ≤ UG

JU JP±TG JP JGT∈ +
≤ UG pVG PLQLPDOLWiVD
U  JU H JP JGT
JP  JGT  ½JG¾⊇ +
LQYHU]HN

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G_D D TG JD  JG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HOĘ]ĘWpWHOEL]RQ\tWiViQiOOiWWXNKRJ\
∃ LO\HQ G PpJKR]]i D OHJNLVHEE
SR]LWtYHJpV]DPHO\UHJG ∈ +
HXNOLGpV]L DOJ ∃ [\ ∈ =G D[ Q\
H]ĳQ
GHILQtFLyMiEyO
N|YHWNH]LN
JG  JD[ Q\  JD[JQ\  JD[H\  JD[
 +⊆ ¢JD²

0HOOpNRV]WiO\RN
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eV]UHYpWHO
∼ HNYLYDOHQFLDUHOiFLy
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DD∈ +PHUW+ FVRSRUW
6]LPPHWULNXV"
DE ∈ + DE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7UDQ]LWtY"
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√
7IK D∼ E
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 E KD ∈ +D ⊆ +D

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/HJ\HQ* FVRSRUW+≤ * pV D∼ EKDED ∈ +YDODPHO\E ∈ *UH
+DPLQGHQD+ +DEyO NLYHV]QNHJ\ UHSUH]HQWiQVHOHPHWDNNRU
+QDNEDOMREEROGDOL UHSUH]HQWiQVUHQGV]HUpW NDSMXN
47 Jegyzetben 8.2. ábra
Egy csoport valamely részcsoportja szerinti mellékosztályok a csoport 
elemeinek osztályozását adják, így két mellékosztály vagy megegyezik, 
vagy diszjunkt halmaz.

eV]UHYpWHOD
OHNpSH]pVELMHNWtY OHNpSH]pV MREE LOOHWYHEDOROGDOLPHOOpNRV]WiO\RN
KDOPD]DN|]|WW
$* FVRSRUWWHWV]ĘOHJHVUpV]FVRSRUWMDV]HULQWLNO|QE|]Ę EDOROGDOLpV
NO|QE|]Ę MREEROGDOLPHOOpNRV]WiO\DLQDNDV]iPDPHJHJ\H]LN
'HI /HJ\HQ * FVRSRUW + ≤ * $ + V]HULQWL PHOOpNRV]WiO\RN
KDOPD]iQDNV]iPRVViJD+LQGH[H *EHQ-HO|OpVH_*  +_>*+@
OHKHWYpJWHOHQLV
7pWHO/DJUDQJH
/HJ\HQ* YpJHVFVRSRUWpV+≤ * + UHQGMpQHNpV*EHOLLQGH[pQHN
DV]RU]DWDHJ\HQOĘ * UHQGMpYHO
%L]
 ¦
∈5U
U+*
DKRO 5 HJ\EDOROGDOLUHSUH]HQWiQVUHQGV]HUH+QDN
ĳ HJ\ELMHNFLy + pVD+ N|]|WWPHUW/HJ\HQϕK DK
V]UMHNWtYPLQGHQDK∈ D+QDN D]ĘVHK ∈ +
LQMHNWtYWIK DK DK YDODPHO\ K K∈ +UD
UHJXODULWiV K K 
 ⏐*⏐  ⏐+⏐u⏐5⏐  ⏐+⏐⏐* +⏐
 ⏐+⏐ ⏐U+ ⏐
$/DJUDQJHWpWHO N|YHWNH]PpQ\HL
9pJHVFVRSRUWEDQHOHPUHQGMHRV]WyMDDFVRSRUWUHQGMpQHN
3UtPV]iPUHQGĦ FVRSRUWFLNOLNXV
%L] 7IK ⏐*⏐  S  S SUtP
 ∃ D ≠H∈ *
/DJUDQJHWpWHO ⏐D⏐ ⏐⏐*⏐
7HKiW⏐D⏐ FVDNS YDJ\OHKHWpVtJ\D]D HOHPJHQHUiOMDD]HJpV]*
FVRSRUWRWWHKiW* FLNOLNXV
0HJMHJ\]pV$]HJ\VpJHOHPNLYpWHOpYHOEiUPHO\LNHOHPHJHQHUiOMD*W
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Def. Triviális csoportnak nevezzük a pusztán az egységelembıl álló
csoportot. Minden más G csoport esetén különbözı részcsoportot 
alkotnak az egységelem és a G maga. Ezeket triviális részcso-
portoknak nevezzük. 
Tétel (prímszámrendő csoport)
Egy nem egyelemő csoport akkor és csak akkor prímszámrendő, ha 
csak triviális részcsoportja van.
Biz.
⇒ : Elızı megjegyzés ⇒
ha G prímszámrendő, akkor ciklikus és a részcsoportok:
{e} és maga a G.

⇐  7IK * RO\DQFVRSRUWDPHO\QHNSRQWRVDQNpWUpV]FVRSRUWMDYDQpV
OHJ\HQD∈ *D ≠ H
 ½D¾  *
 * FLNOLNXV
.pUGpV /HKHWH⏐*⏐  ∞ "
9iODV]QHPPHUWDNNRUSODQ YDOyGLUpV]FVRSRUWRWJHQHUiOQD*EHQ
.pUGpV /HKHWH⏐*⏐  QHPSUtP"
9iODV]QHPPHUWKD⏐*⏐  QQ«QN DKROQL !DNNRU
*D LQ ≤ PHUW     HD NLLL QQQQQQ  −

'HI $ * FVRSRUW 1 UpV]FVRSRUWMiW LQYDULiQV YDJ\ QRUPiOLV
UpV]FVRSRUWQDN QRUPiORV]WyQDN QHYH]]N MHOEHQ 1 ∇ * KD
1D  D1 PLQGHQD∈ *UHWHOMHVO
%L]
 
D±1D  D±D1  1 PLQGHQD∈ *UH

 WULYL
 
7IK D±1D ⊆ 1 PLQGHQD∈ *UHGH
DLVHOHPH*QHN
  11DD ⊆−−− 
 
D
 D±1D  1
.|YHWNH]PpQ\HN
EyON|YHWNH]LN
QRUPiORV]WyNPHWV]HWHLVQRUPiORV]Wy
EĘON|YHWNH]LN
'HI +D* FVRSRUWpVD ∈ * U|J]tWHWWDNNRUD*QpUWHOPH]HWW
OHNpSH]pVWEHOVĘ DXWRPRUIL]PXVQDN QHYH]]N
DQRUPiORV]WyNSRQWRVDQD]RNDUpV]FVRSRUWRNDPHO\HNQHNPLQGHQ
EHOVĘDXWRPRUIL]PXV PHOOHWWLNpSHVDMiWPDJD
56Emlékeztetı: tétel(homomorf invariánsok félcsoportban)
csoport homomorf képe csoport

%L]
7IK D¶∈ 1DE¶∈ 1E(NNRU


WHKiWD¶E¶aDE 

 7IK ∃ D PĦYHOHWWHO NRPSDWLELOLV RV]WiO\R]iV pV OHJ\HQ1 D] H
HJ\VpJHOHPRV]WiO\DHNNRU


 1 UpV]FVRSRUW
+D

+DD aE  D±DE± aD±EE± E± aD± H  DD± aDE±
0LNOHV]QHND]HNYLYDOHQFLDRV]WiO\RN"
 DE± ∈ 1
pVIRUGtWYDKDDE± ∈ 1 DE±aH

D]D]D]RV]WiO\R]iVSRQWRVDQD]1V]HULQWLPHOOpNRV]WiO\RNEyOiOO
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Def. A G csoport N normálosztója szerinti mellékosztályok a 
komplexusszorzással G N szerinti faktorcsoportját alkotják (G/N).
Biz.
Az                        keképezés homomorf
homomorf invariánsok félcsoportban tétel ⇒
G homomorf képe csoport
kanonikus leképezés
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Jegyzetben 8.3. ábra
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%L]
.RPSDWLELOLVDV]RU]iVVDO"
+DD ∈ ĳ±D¶pVE ∈ ĳ±E¶

(OĘ]ĘWpWHOSRQW H RV]WiO\DD]D]NHUĳQRUPiORV]Wy
V]HULQWL
7pWHOPiVRGLNIHOHEL]RQ\tWiVDDODSMiQWULYL
Algebra: győrők, testek elmélete
1Győrő
Integritási tartomány
Gauss-győrő  (UFD)
Euklidészi győrő
Test
Nullosztómentes
Egységelemes integritási tartomány
Fıideál győrő
Kommutatív Egységelemes
Ferdetest
'HI $]5  āDOJHEUDLVWUXNW~UDJ\ĦUĦ KDpVā5HQELQpU
PĦYHOHWHNYDODPLQW
, 5$EHOFVRSRUW
,,5āIpOFVRSRUWpV
,,,WHOMHVOPLQGNpWROGDOUyODGLV]WULEXWLYLWiVYDJ\LV
DEF DEDF
EFD ED FD
PLQGHQ DEF∈ 5HVHWpQ
.RPPXWDWtY DJ\ĦUĦKDDV]RU]iVNRPPXWDWtY
$]DGGLWtYFVRSRUWHJ\VpJHOHPpWDJ\ĦUĦ QXOOHOHPpQHN QHYH]]NpV
YDO MHO|OMN(J\VpJHOHPHV D J\ĦUĦ KD D V]RU]iVUD YRQDWNR]yDQ
YDQHJ\VpJHOHPDPLWHYHOMHO|OQN
1XOOJ\ĦUĦ HJ\HWOHQHOHPEĘOiOOQXOOHOHP
=pUyJ\ĦUĦ KDWHWV]ĘOHJHVNpWHOHPV]RU]DWDDQXOOHOHP
$]5 J\ĦUĦEHQD EDOROGDOLE MREEROGDOLQXOORV]WyKDD ≠ E ≠pV
DE 
$ OHJDOiEE NpW HOHPĦ NRPPXWDWtY QXOORV]WyPHQWHV J\ĦUĦW
LQWHJULWiVLWDUWRPiQ\QDN QHYH]]N
$]5J\ĦUĦWHVWKD
5NRPPXWDWtY
5āFVRSRUW
eV]UHYpWHOHNJ\ĦUĦNEHQ
V]RU]iVQXOOHOHPPHO/HJ\HQD]5 J\ĦUĦQXOOHOHPH(NNRU
D D 
PLQGHQD∈ 5 HVHWpQ
HOĘMHOV]DEiO\ /HJ\HQ5 J\ĦUĦpVDE∈ 5$]D HOHPDGGLWtY
LQYHU]pWMHO|OMN±DYDO(NNRU
±DE ±DE D±EWRYiEEi ±D±E DE
9pJHVLQWHJULWiVLWDUWRPiQ\WHVW
7HVWEHQQLQFVQXOORV]Wy
5Biz.  (1. 3. és 4. gyakorlaton)
2. ab additív inverze létezik, mert (R, +) csoport. ⇒
ab + (–(ab)) = 0,
valamint
ab + (–a)b = (a + (–a))b = 0b = 0,
⇒
–(ab) = (–a)b.
Továbbá: (–a)(–b) + (–a)b = (–a)((–b) + b) = 0 = ab + (–a)b, 
+ egyszerősíthetı ⇒ (–a)(–b) = ab.
/HPPDQXOORV]Wy pVUHJXODULWiV
5 J\ĦUĦEHQDPXOWLSOLNDWtY PĦYHOHWDNNRUpVFVDNDNNRU UHJXOiULVKD
5 ]pUXVRV]WyPHQWHV
%L]  7IK D≠ D QHPEDOROGDOLQXOORV]Wy pV
DE DF −DFPLQGNpWROGDOKR]
DE−DF 
(OĘMHOV]DEiO\GLV]WUL
DED−F DE−F 
IHOWpWHO
E−F 
E F
 7IK D EDOROGDOLQXOORV]WyWHKiWD≠ pVOpWH]LNE≠ DE 
DF  DF
WHWV]ĘOHJHVF ∈5UH
$GMXNDMREEROGDOKR]D]DE W
DF  DF DE
GLV]WULEXWLYLWiV
DF  DFE
E ≠ 
F≠ FE
PHUW
7pWHOJ\ĦUĦNDUDNWHULV]WLNiMD
+DD]5 J\ĦUĦOHJDOiEENpWHOHPĦQXOORV]WyPHQWHVDNNRU5 EDQ D
WyO NO|QE|]Ę HOHPHN UHQGMH PHJHJ\H]LN (] D N|]|V UHQG YDJ\
YpJWHOHQYDJ\HJ\S SUtPV]iP
-HO|OpV (OĘ]Ę HVHWEHQ D J\ĦUĦ QXOODNDUDNWHULV]WLNiM~ D]D]
FKDU5 D]XWyEELEDQSNDUDNWHULV]WLNiM~D]D] FKDU5 S 
%L] 7IK ∃ D ∈ 5  _D_  QD ∈ 1

QDD  
7RYiEEiWHWV]ĘOHJHVE ∈ 5UH
QDDE  DE«DE  D«DE QDDE  E 
PiVUpV]W
QDDE DE«E DQDE
 _E_ ≤ _D_  QD
_E_ ≥ _D_ KDVRQOyDQOiWKDWyEH
_E_  _D_  QD
QXOORV]Wy PHQWHVVpJ
QDE  
7IK QHPOpWH]LNYpJHVUHQGĦHOHP

0LQGHQHOHPUHQGMHYpJWHOHQ
7IK DN|]|VUHQGQ YpJHVV]iP

 D D D 
7IK DN|]|VUHQGQ|VV]HWHWWYpJHVV]iP
Q NO pVNQOQ
QD NOD  DDDD OND 
N GED N GED
OV]HU
HVHWND ≠  _ND_  QpV_ND_ ≤ OQ
HVHWND   _D_ ≤ N QpV_D_  Q
3pOGD
/HJ\HQ+ HJ\WHWV]ĘOHJHVKDOPD]pV5 D+ UpV]KDOPD]DLQDNKDOPD]D
7HNLQWVND]5Δ∩VWUXNW~UiWDKROΔ DV]LPPHWULNXVGLIIHUHQFLiW∩
SHGLJDPHWV]HWHWMHO|OL
%L]RQ\tWKDWy
D5 J\ĦUĦ∅ QXOOHOHPPHO
E∀$⊆ + UD $∩$ $  $ LVWHOMHVO%RROHJ\ĦUĦ
F ∀$⊆ +UD $Δ $ ∅ FKDU5  
G 5 NRPPXWDWtY
H 5 QHPQXOORV]WyPHQWHV GLV]MXQNW KDOPD]RNUD$∩% ∅
I FpVGSRQW∀ %RROJ\ĦUĦEHQ LJD]

'HI 7HJ\N IHO KRJ\ 5  u J\ĦUĦ pV 5 ⊕ ⊗ NpW ELQpU
PĦYHOHWHVDOJHEUDLVWUXNW~UD$ϕ5→5 OHNpSH]pVKRPRPRUIL]PXV
KD
ϕUV ϕU⊕ ϕV
pV ϕUuV ϕU⊗ ϕV
PLQGHQUV∈ 5 HVHWpQIHQQiOO
%L] &VDNDGLV]WULEXWLYLWiVWNHOOOiWQL
NpSHOHPHN
PiVLNROGDOLKDVRQOyDQ

'HI 5 J\ĦUĦEHQ 6 ⊆ 5 UpV]J\ĦUĦ KD D] 5EHOL PĦYHOHWHN 6UH
W|UWpQĘOHV]ĦNtWpVpUHQp]YH6 PDJDLVJ\ĦUĦWDONRW
0HJMHJ\]pVHN
 0LYHO 6⊆ 5 WHOMHVO PĦYHOHWL ]iUWViJ HVHWpQ D] DVV]RFLDWLYLWiV
NRPPXWDWLYLWiVpVGLV]WULEXWLYLWiVLVWHOMHVOQLIRJ
 $FVRSRUWHOPpOHWEHQWDQXOWDNV]HULQWFVRSRUWYDODPHO\6 UpV]FVRSRUW
⇔
6u6±⊆ 6
 7HKiW5EHQ6 NRPSOH[XVUpV]J\ĦUĦ⇔
6± 6 ⊆ 6 pV
6u6 ⊆ 6

'HI /HJ\HQ 5 J\ĦUĦ , ⊆ 5  , ≠ ∅ , D] 5 EDOLGHiOMD KD
,± ,⊆ , pV5u,⊆ ,MREELGHiOMDKD,± ,⊆ , pV,u5 ⊆ ,LGHiOMDKD
MREEpVEDOROGDOLLVHJ\V]HUUH
eV]UHYpWHOHN
± %DOMREELGHiORNPHWV]HWHLVEDOMREELGHiO
± .RPPXWDWtYJ\ĦUĦEHQEDOMREELGHiORNIRJDOPDPHJHJ\H]LN
7ULYLiOLVLGHiO ^` 5
9DOyGL LGHiO 5WĘO NO|QE|]ĘLGHiO
(J\V]HUĦJ\ĦUĦFVDNWULYLiOLVLGHiOMDYDQ

'HI /HJ\HQ5 J\ĦUĦpV$ ⊆ 5$]$ iOWDOJHQHUiOWLGHiORQ 5 |VV]HV
$W WDUWDOPD]y LGHiOMiQDN PHWV]HWpW pUWMN -HOEHQ $ +D $   ^D`
YDODPHO\D∈ 5 HOHPUHDNNRUD]D iOWDOJHQHUiOW IĘLGHiOUyO EHV]pOQN
-HOEHQD%DOpVMREEROGDOLGHIKDVRQOyDQ
3pOGD OHJ\HQ5 LQWHJULWiVLWDUWRPiQ\pV$  ^DDQ `⊆ 5(NNRU
¿
¾
½
¯
®
­
∈ ¦
 
5UUDUDD Q
Q
L
LLQ _ 

 
LGHiO5EHQ $ HOHPHLQHN|VV]HVYpJHV5 IHOHWWLOLQHiULVNRPELQFLyMD
eV]UHYpWHO   ^ `5UUDDD ∈  _
7HKiW DD]D∈ 5 HOHP|VV]HVW|EEV]|U|VHLEĘOiOO
'HI (J\ HJ\VpJHOHPHV LQWHJULWiVL WDUWRPiQ\ IĘLGHiOJ\ĦUĦ KD
EHQQHPLQGHQLGHiOIĘLGHiO

'HI /HJ\HQ5 J\ĦUĦ pV , DGGLWtY UpV]FVRSUWMD 5QHN WRYiEEi a HJ\
HNYLYDOHQFLDUHOiFLy 5Q~J\KRJ\∀DE ∈ 5 HVHWpQ D aEKDD ± E ∈ ,
(NNRU∀D ∈ 5HOHPUH D],D HNYLYDOHQFLDRV]WiO\ 5QHNHJ\, V]HULQWL
PHOOpNRV]WiO\DPDUDGpNRV]WiO\D
%L]
7pWHOSRQW
D]RV]WiO\R]iVNRPSDWLELOLVD]|VV]HDGiVVDO
,$EHO FVRSRUWWHKiWQRUPiORV]Wy5EHQ
WRYiEEiD]RV]WiO\RN|VV]HDGiVDDNRPSOH[XVV]RU]iV

$PXOWLSOLNDWtY PĦYHOHWLVNRPSDWLELOLVD]RV]WiO\R]iVVDO
0RVWWIK ∃ HJ\PLQGNpWPĦYHOHWWHONRPSDWLELOLVRV]WiO\R]iVpVOHJ\HQ
, DDGGLWtYHJ\VpJHOHPRV]WiO\DHNNRU
7pWHOSRQW , QRUPiORV]Wy5EHQ
WRYiEEiD]RV]WiO\R]iVSRQWD], V]HULQWLPHOOpNRV]WiO\RNEyOiOO
, LGHiO"
∀ ;RV]WiO\UD ∈ ,  ∈ ; u,  ; u, ⊆ ,
 5,⊆ , ,5⊆ , KDVRQOyDQ

'HI /HJ\HQ 5 J\ĦUĦ , LGHiO 5EHQ 5QHN , V]HULQWL
PDUDGpNRV]WiO\J\ĦUĦMH IDNWRUJ\ĦUĦMH5,  ^,U⏐ U∈ 5`D
N|YHWNH]ĘPĦYHOHWHNNHO
     VU,V,U,  
    VU,V,U, u u
0HJMHJ\]pV
EHQ QHPDQRUPiOpUWHOHPEHQYHWWNRPSOH[XVV]RU]iVUyOYDQV]y
∀ HOHPRV]WKDWy WDO
YLV]RQWFDORV]WKDWyHOHPHNHWWDUWDOPD]WHKiW
PHUW=u=  =
PHUW== =
20

'HI /HJ\HQ5 LQWHJULWiVLWDUWRPiQ\pVDE∈ 5D RV]WyMD EQHN KD
OpWH]LNF∈ 5 DPHO\UHE DF MHOEHQ D _ E[∈ 5 HJ\VpJ KD[ _ U
∀ U∈ 5UH
'HI /HJ\HQ5 HJ\VpJHOHPHV LQWHJULWiVL WDUWRPiQ\ pVDE∈ 5$]W
PRQGMXN KRJ\ D pV E DVV]RFLiOWDN KD OpWH]LN RO\DQ F HJ\VpJ
DPHO\LNNHOD EF (]WDWpQ\W D∼ EYHOMHO|OMN
eV]UHYpWHOHN5 HJ\VpJHOHPHVLQWHJULWiVLWDUWRPiQ\EDQ
 D] HJ\VpJHN KDOPD]D ² MHO|OMN 85UHO ² D V]RU]iVUD
FVRSRUWRWDONRW
 $]DVV]RFLiOWViJ5EHQHNYLYDOHQFLDUHOiFLy
 NpW HOHP DVV]RFLiOWViJiKR] D N|OFV|Q|V RV]WKDWyViJXN V]NVpJHV
pVHOpJVpJHV IHOWpWHO
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'HI/HJ\HQ5 HJ\VpJHOHPHVLQWHJULWiVLWDUWRPiQ\HNNRU
 D∈ 5?85 IHOERQWKDWDWODQKDD EuF EF∈5HVHWpQE∈ 85
YDJ\F∈ 85
 D∈ 5? 85 SUtPKDD⏐EuF EF∈ 5 D⏐E YDJ\D⏐F
'HI/HJ\HQ5 HJ\VpJHOHPHVLQWHJULWiVLWDUWRPiQ\pVDE∈ 5$]W
PRQGMXNKRJ\G∈ 5 D]D pVE OHJQDJ\REEN|]|VRV]WyMDKD
N|]|VRV]WyYDJ\LVG⏐D pVG⏐EYDODPLQW
F⏐D pVF⏐E HVHWpQF⏐G
.pVĘEEPHJYiODV]RODQGy NpUGpV PHO\ VWUXNW~UiNEDQ HVQHN HJ\EH
SUtPHNpVIHOERQWKDWDWODQRN"
(POpNH]WHWĘ

U SS «SQ
DODNEDQDKROQ SR]LWtYHJpV]pVDWpQ\H]ĘNQHPIHOWpWOHQONO|QE|]Ę
IHOERQWKDWDWODQHOHPHNpVKDOpWH]LNHJ\U TT «TN HOĘiOOtWiV LV
N IHOERQWKDWDWODQQDO DNNRU Q   N pV PLQGHQ   L  M  Q
HVHWpQ SL DVV]RFLiOWMDHJ\TM QHN
'HI /HJ\HQ 5 HJ\VpJHOHPHV LQWHJULWiVL WDUWRPiQ\ pV 85 D]
HJ\VpJHLQHNKDOPD]D
5 *DXVVJ\ĦUĦ (J\pUWHOPĦ IDNWRUL]iFLyV WDUWRPiQ\ 8)'
KDPLQGHQU ∈ 5? 85 IHOtUKDWy
0iVNpSS *DXVVJ\ĦUĦEHQIHQQiOODV]iPHOPpOHWDODSWpWHOH
9DQHJ\VpJHOHPHVLQWHJULWiVLWDUWRPiQ\DPLQHP*DXVVJ\ĦUĦ"

$YiODV],*(1
5 ==√ HJ\VpJHOHPHVLQWHJULWiVLWDUWRPiQ\
(J\VpJHOHP
0LND]HJ\VpJHN"
/HJ\HQF  D E√ ∈ 5 WHWV]ĘOHJHVHNNRU
_F_  D E ≡ rPRG 
WRYiEEiG _F _G_ __F_
D]D]KD__  RV]WyLWNHUHVVNDNNRUD  rpVE  
 HJ\VpJHNr
 √IHOERQWiVDHJ\pUWHOPĦ "
 √√ √−√
1,1&6 LUUHGXFLELOLV
 5 QHP*DXVVJ\ĦUĦ 
7HKiW D KLHUDUFKLiEDQ D *DXVVJ\ĦUĦ D] HJ\VpJHOHPHV LQWHJULWiVL
WDUWRPiQ\ÄDODWW´OHV]
NO|QE|]ĘIHOERQWiVRN"
9DQQDNG QHPWULYLiOLV RV]WyMD"
__   _G_ _pV_G_ ≡ rPRG 
√pV−√LVPLYHOD]ĘKRVV]QpJ\]HWNLV


5 WHWV]ĘOHJHVHJ\VpJHOHPHVLQWHJULWiVLWDUWRPiQ\pVD ∈ 5? 85 
7pWHOIHOERQWKDWDWODQpVSUtPLQWHJULWiVLWDUWRPiQ\EDQ
+D D SUtP5 ±EHQ  D IHOERQWKDWDWODQ 5 ±EHQ
%L]
 uD EF
WIK D SUtPpVD EF
 D_EF
D SUtP D_EYDJ\ D_F
tJ\  EDuFYDJ\   EuFD
 EYDJ\ F HJ\VpJ
∈ 5
∈ 5

+D D IHOERQWKDWDWODQ5 ±EHQ  D SUtP 5 ±EHQ
/HJ\HQ
NRQMXJiOWDNNDOV]RUR]YD
5 ==√
  DE√ HJ√ 
  D E H J 
 D E_
 D E 
 E  D   
 DE√    YDJ\ HJ√   
  LUUHGXFLELOLVGH
 _√ ± √  
 _  √   QHPSUtP

5 WHWV]ĘOHJHV*DXVV J\ĦUĦpVD ∈ 5? 85 
7pWHOIHOERQWKDWDWODQpVSUtP*DXVV± J\ĦUĦEHQ
D SUtP5 EHQ ⇔ D IHOERQWKDWDWODQ 5 EHQ
 (OĘ]Ę WpWHO
⇐ WIK D LUUHGXFLELOLV pVD_SuT  SuT DuU
HJ\pUWHOPĦ IHOERQWiV
S S SN  T T TO U U UW 
S SNuT TO  DuU UW
D DVV]RFLiOWSL YHOYDJ\TM YHONO|QEHQQHPOHQQHHJ\pUWHOPĦDIHOERQWiV
 D_S YDJ\D_T 
%L]
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'HI $]5 HJ\VpJHOHPHVLQWHJULWiVLWDUWRPiQ\WHXNOLGpV]L J\ĦUĦQHN
QHYH]]NKD∃ RO\DQĳ IJJYpQ\DPHO\UHϕ 5→ 1pV
,∀ αβ ∈ 5β ≠ HVHWpQOpWH]LNRO\DQγδ ∈ 5KRJ\
α  βγ δDKRO δ  YDJ\
δ ≠ pVϕ δϕ β
,,YDODPLQWϕ αβ≥ PD[ϕ αϕ β∀ αβ ∈ 5UD
3pOGD *DXVVHJpV]HN * ^DEL _ D E∈ =`
ĳ ∀ DEL ∈ * HVHWpQOHJ\HQ
ϕDEL DELD±EL _DEL_  DE
.pUGpV ,,WXODMGRQViJWHOMHVO"
 ϕ α β α β α β α βu  u  u ≥ §©¨ ·¹¸
    PD[  
∀ αβ ∈ *UD
.pUGpV ,WXODMGRQViJWHOMHVO"
HVHW/HJ\HQαβ ∈ *β ≠ pVWIK αβ ∈*(NNRU
γ  αβ pVδ  
HVHW +Dαβ ∉ *DNNRUYiODVV]XNγQDNDV]iPVtNRQD]αβ KR]
OHJN|]HOHEELHJ\LN UiFVSRQWRW



α
β
γ




−≤¸¸¹
·
¨¨©
§ γβ
αγβ
αG
_β _WHOV]RUR]YD


 βγβ
αβ −  ββγα −
WHKiWOHJ\HQδ  α ± βγ 
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/HPPD HJ\VpJHOHPpVHJ\VpJLQWWDUWRPiQ\EDQ
5 LQWHJULWiVL WDUWRPiQ\EDQDNNRUpVFVDNDNNRU OpWH]LNHJ\VpJHOHP
KDOpWH]LNHJ\VpJ$]5 HJ\VpJHOHPHVLQWHJULWiVLWDUWRPiQ\EDQD∈ 5
DNNRUpVFVDNDNNRU HJ\VpJKDD_ H
%L]
+DYDQH HJ\VpJHOHPDNNRUHU  U PLQGHQU∈5 HVHWpQ
+D∃ D∈ 5 HJ\VpJDNNRUWHWV]ĘOHJHVU∈5 HVHWpQ
D_ D ∃ H∈ 5DH  D
(NNRUH HJ\VpJHOHPPHUW D_ U ∃ V∈5DV  U
WHKiW
    UVDVHDVDHVDHUH  u uu uu uu u
DW|EELWULYL

/HJ\HQ( ^U_ U∈ 5ĳUPLQLPiOLV`
%L]
.pUGpV ( HOHPHLHJ\VpJHN"
/HJ\HQ D ∈ ( pV E ∈ 5 WHWV]ĘOHJHV EW RV]WKDWMXN DYDO
PDUDGpNRVDQ ∃ F G∈ 5 
E DFGDKRO DG YDJ\
EG≠ pVϕ Gϕ D
$EHVHWQHPIRUGXOKDWHOĘϕ DPLQLPDOLWiVD PLDWW
G  D_ E
.pUGpV0LQGHQHJ\VpJ(EHQYDQ"
/HJ\HQD∈ 5 HJ\VpJE∈ ( DGRWW D_ E E DF
E∈ (E≠  D F∈ 5
$]HXNOLGpV]L J\ĦUĦN,,WXODMGRQViJD
   ϕ ϕ ϕ ϕ  PD[     E D F D F u ≥
 ϕE≥ ϕ D
ĳEPLQLPiOLV ĳDLVPLQLPiOLV

(XNOLGpV]L J\ĦUĦ,,WXODMGRQViJDPLDWWϕD≤ϕE
7IK D⏐E pVϕD ϕE$],WXODMGRQViJPLDWWOpWH]LNU V∈5
D EuUVDKRODV YDJ\
EV≠pVϕVϕE ϕD
 V D E U D E U  − u   u −   

D⏐E  ∃ W∈ 5E DuWWRYiEEiD DuH
 −uu  UWHDV    VD5UWH ⏐∈−u
+DV≠    DUWHDV ϕϕϕϕ ≥−≥ PD[
PLDWWH]QHPIRUGXOKDWHOĘ V E⏐D D]D]
D∼ E

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%L] /iWWXNKD S SUtP S IHOERQWKDWDWODQ
⇐ WIK S LUUHGXFLELOLV pVS_DE S_D √
S_D⁄  SD  H HJ\VpJ
H S[ D\
E EHH  SE[H DE\H  S_E
(XNODOJ

(OĘV]|UPHJPXWDWMXN KRJ\ 5 HXNOLGpV]L J\ĦUĦEHQPLQGHQ QXOOiWyO
pVD]HJ\VpJHNWĘONO|QE|]ĘHOHPQHNYDQIHOERQWKDWDWODQRV]WyMD
%L]
7IK D∈ 5?85pVOHJ\HQ
' ^U⏐U∈5?85U⏐D pVKDV∈ 5?85pVV⏐D  ϕU≤ϕV`
7HKiW' D]D HOHPD]RQQHPQXOODQHPHJ\VpJRV]WyLWWDUW]DOPD]]D
DPLNUHDϕ pUWpNPLQLPiOLV

'≠ ∅  ∃ I∈ '
,QGLUHNWH WIK I QHPIHOERQWKDWDWODQ
I EuF pVEF∉ 85 E⏐D 
E⏐I pVQHPDVV]RFLiOWDN
7pWHO ϕE≠ ϕI ϕEϕI
PHUWHNNRUE OHQQH'EHQI KHO\HWW
WHKiWYDQDQDNIHOERQWKDWDWODQRV]WyMD

7IK ϕDPLQLPiOLVD]5?85 EHOL HOHPHNUHQp]YH
7pWHO D IHOERQWKDWDWODQ
0RVWOHJ\HQD∈5?85ϕD QpVWHJ\NIHOKRJ\QQpONLVHEEϕ
pUWpNNHOUHQGHONH]ĘHOHPHNHVHWpQD]iOOtWiVLJD]
∃ I IHOERQWKDWDWODQI_ D  D IK 
.pUGpVOHKHWHϕK ϕD"
(NNRUK_ D
D∼ KOHQQH
GHI QHPHJ\VpJWHKiWϕK≠ ϕD
K_ D
ϕKϕD
HVHW7IK KHJ\VpJ
D IHOERQWKDWDWODQ
HVHW7IK KQHPHJ\VpJ
LQGXNFLyVIHOWpWHO KQDN∃ PHJIHOHOĘ IHOERQWiVD
K IuIu«uIU
D IuIuIu«uIU 
8QLFLWiVWIK LQGLUHNWHKRJ\YDQRO\DQHOHPDPHO\QHNNpWNO|QE|]Ę
IHOERQWiVDOpWH]LN/HJ\HQH]HNN|]OD RO\DQKRJ\ĳDPLQLPiOLV
D S SN  T TU  S _D S _ T TU
S _ TL  DVV]RFLiOWDNPHUWLUUHGXFLELOLVHN
HJ\V]HUĦVtWYHNDSMXND¶WDPHO\UHĳD¶ĳD

%L]
+D ,  ^` ,  ¢ ² 
7IK , ≠ ^`HNNRUOHJ\HQ
6 ^ ϕ[_ [∈ ,pV[≠  `
6 OHJNLVHEEHOHPHϕDD ≠ ∈ , 
0DUDGpNRVDQRV]WMXNE∈ , WDYDO
E DT UpV   ϕU ϕD
, LGHiO U  E− DT ∈ ,
ϕDPLQLPiOLV U  
E DT  , ¢ D ²
°¿
°
¾
½
°¯
°
®
­
∈¸¸¹
·
¨¨©
§
− 
−
=EDED5 
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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
EL]RQ\tWKDWyKRJ\IĘLGHiOJ\ĦUĦGHQHPHXNOLGpV]L
 D]HOĘ]Ę WpWHOPHJIRUGtWiVDQHPLJD]
0HJMHJ\]pV

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/HPPD LUUHGXFLELOLWiV pVIĘLGHiONDSFVRODWDHXNOLGpV]L J\ĦUĦEHQ
/HJ\HQ 5 WHWV]ĘOHJHVHXNOLGpV]L J\ĦUĦpVD ∈ 5? 85 
¢ D ² YDOyGLLGHiOPD[LPiOLV5 ±EHQ
⇔
D IHOERQWKDWDWODQ 5 ±EHQ

%L]
/HJ\HQ 5 WHWV]ĘOHJHVHJ\VpJHOHPHVLQWHJULWiVLWDUWRPiQ\D ∈ 5? 85
)HOWpWHOD IHOERWKDWy
∃ EF ∈ 5? 85  D EF 
¢ D ² ⊂ ¢ E ² ⊂ 5
7HKiW¢ D ² QHPPD[LPiOLVLGHiO
⇐ ,QGLUHNWIHOWpWHO
D IHOERQWKDWDWODQGH¢ D ² QHPPD[LPiOLV
YDOyGL
∃ ,5 ±EHOL LGHiO
¢ D ² ⊂ , ⊂ 5
5 IĘLGHiOJ\ĦUĦ 
∃ ≠ E QHPHJ\VpJ 
,  ¢ E ² ⊂ 5
¢ D ² ⊂ ¢ E ² ⊂ 5
D]D] D PLQGHQW|EEV]|U|VHE W|EEV]|U|VH
 D EF
FQHPHJ\VpJPHUWDNNRU¢ D ²  ¢ E ² OHQQH
 D QHPIHOERQWKDWDWODQ

'HI /HJ\HQ5 HJ\VpJHOHPHVNRPPXWDWtYJ\ĦUĦ(J\5EHOL, LGHiOW
SUtPLGHiOQDN QHYH]QNKD DuE∈ ,EĘOD∈ , YDJ\E∈ , N|YHWNH]LN
3pOGD  =SUtPLGHiO=EHQ
DE∈ = DE SiURVDYDJ\E SiURV
D∈ = YDJ\E∈ = 
 =PD[LPiOLVLGHiOLV=EHQ
7IK =⊆ , ⊆ =
+D∃ D ∈ ,SiUDWODQ ∈ , D! , = 
NO|QEHQ, = 
 =QHP PD[LPiOLVpVQHPSUtPLGHiOLV=EHQ
ā ∈ =GH∉ ==⊂ =⊂ =

7pWHO /HJ\HQ5 NRPPXWDWtYHJ\VpJHOHPHVJ\ĦUĦpV ,D] 5QHNLGHiOMD
, 5, DNNRU pV FVDN DNNRU LQWHJULWiVL WDUWRPiQ\ KD , ≠ 5 pV ,
SUtPLGHiO
,, 5,DNNRUpVFVDNDNNRU WHVWKD, PD[LPiOLVLGHiO
%L],
5,LQWWDUW
⇔
QLQFVQXOORV]Wy
⇔
,Du,E ,  ,D ,YDJ\,E ,
,,7IK KRJ\,PD[LPiOLVLGHiO5EHQpV,≠,D ∈ 5, 
 6 ^LDu[⏐L∈,[∈5`LGHiOKLV]HQ
6±6⊆ 6L D[ ± L± D[  L ± LD [± [∈ 6
∈, ∈5
56⊆ 6UL UD[  UL DU[ ∈ 6
∈, ∈5
9DODPLQW,⊂ 6PHUWD∉ ,
, PD[LPiOLV 6 5
DONDOPDVL∈,[∈5UHO H LDu[
   [,D,[D,[DL,H, u u u 
5, NRPPXWDWtYHJ\VpJHOHPHVJ\ĦUĦLQYHUWiOKDWy WHVW

,,7IK 5, WHVWpVOHJ\HQ0 HJ\RO\DQLGHiODPHO\YDOyGLPyGRQ
WDUWDOPD]]D,WD]D]∃ D∈ 5 HOHPDPHO\UHD∈ 0 pVD∉ ,
5, WHVW
     , D , [ , E u   
HJ\HQOHWEiUPHO\E∈ 5UHPHJROGKDWy
, D [ , E u   
,⊂ 0pVD∈0 
⊆u 0[D,
E∈ 0
0 5

.|YHWNH]PpQ\
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5,LQWHJULWiVLWDUWRPiQ\
WpWHO ,SUtPLGHiO

/HPPD /HJDOiEEHOHPĦ NRPPXWDWtYHJ\VpJHOHPHV5 J\ĦUĦQHN
DNNRUpVFVDNDNNRU YDQQDNFVXSiQWULYLiOLVLGHiOMDLKDWHVW
 7IK 5 QHPWHVW
∃ D≠ HOHPDPHO\LNQHPLQYHUWiOKDWy
D W|EEV]|U|VHLN|]|WWQHPIRUGXOHOĘH
DD]5QHNQHPWULYLiOLVLGHiOMD
%L]
 7IK 5 WHVW, LGHiOMDpV,≠ ^`
∃ D∈ ,D≠ 
5 WHVW DQDNOpWH]LND± LQYHU]H
WRYiEEiD]LGHiOWXODMGRQViJD
H D±D∈ , ∀ E∈ 5 EH∈ ,
WHKiW, 5WULYLiOLVLGHiO
'HI+iQ\DGRVWHVW /HJDOiEEHOHPĦ5LQWHJULWiVLWDUWRPiQ\7
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aHNYLYDOHQFLDUHOiFLy 5×5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DE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 GEFEGDGFED uuu 
     D E F G D F E G   u  u u
Algebra: polinomok
'HI /HJ\HQ 5 J\ĦUĦ 5 IHOHWWL HJ\YiOWR]yV HJ\ KDWiUR]DWODQ~
SROLQRPRNQDN QHYH]]ND]
DD« DQ«
YpJWHOHQVRUR]DWRNDWDPHO\HNEHQ DL∈ 5 L «pVFVDNYpJHV
VRN DL NO|QE|]LNWyO$]DL HOHPHNDSROLQRPHJ\WWKDWyL
'HI +DQ DOHJQDJ\REERO\DQLQGH[DPLUHDQ   GHEiUPHO\L!Q UH
DL   DQ IĘHJ\WWKDWy
$] 5 IHOHWWLHJ\YiOWR]yVSROLQRPRNKDOPD]iW5>[@V]HO MHO|OMN
$WRYiEELDNEDQOHJ\HQ
I DD« DQ«pVJ EE« EP«5 IHOHWWLSROLQRP
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 D∈5 HVHWpQ DuI DuD« DuDQ
7pWHO +D 5 HJ\VpJHOHPHV NRPPXWDWtY QXOORV]WyPHQWHV J\ĦUĦ
DNNRU5>[@ LVHJ\VpJHOHPHVNRPPXWDWtYQXOORV]WyPHQWHV J\ĦUĦ
eV]UHYpWHOHN
(J\VpJHOHPD]H««SROLQRPDKROH D]5 HJ\VpJHOHPH
 $]D→ ID D««PHJIHOHOWHWpVLQMHNWtY pVPĦYHOHWWDUWy
 5 HOHPHL5IHOHWWLSROLQRPRNQDNWHNLQWKHWĘNNRQVWDQVSROLQRPRN
(NNRU∀ I 5 IHOHWWLSROLQRPUD
DuI IDuI
$YiOWR]y IRJDOPD 
/HJ\HQ [ H««
/HKHWKRJ\H∉ 5
PĦYHOHWGHILQtFLyMD
[  [ā[ ā HāāH āHāHā H
āHāāHā 
 [Q «H«Q∈1
Q HGLN SR]tFLy
/HJ\HQWRYiEEi[ H««HNNRU
 DD[«DQ[Q«
DKROD] DL∈ 5 D] DL««SROLQRPQDNIHOHOPHJ
I DD« DQ« 
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D« «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'HI/HJ\HQ I DD[«DQ[Q∈ 5>[@HNNRU
DL D]LHGIRN~ WDJHJ\WWKDWyMD
$DGIRN~WDJHJ\WWKDWyMDDSROLQRPNRQVWDQVWDJMD
+D DQ ≠  DNNRU DQ D SROLQRP IĘHJ\WWKDWyMD pV Q D SROLQRP
IRND MHOGHJI
1XOOSROLQRP «∈ 5>[@
0RQRP I[ DL[L DODN~SROLQRP
1XOOSROLQRP IRND− −∞
/LQHiULVSROLQRPOHJIHOMHEEHOVĘIRN~SROLQRP
)ĘSROLQRP QRUPiOWSROLQRPDIĘHJ\WWKDWyMD5HJ\VpJHOHPH
+D5QXOORV]WyPHQWHV pVIJ∈ 5>[@
GHJI J≤ PD[GHJI GHJ J
WHKiWGHJIuJ GHJIGHJJ≥ PD[GHJIGHJJ
+DK IJDNNRUK IĘHJ\WWKDWyMDKN  DQEPDKRON QP
7pWHOSROLQRPRNPDUDGpNRVRV]WiVD
/HJ\HQ 5 HJ\VpJHOHPHV LQWHJULWiVL WDUWRPiQ\ I J ∈ 5>[@  pV J
IĘHJ\WWKDWyMD EN OHJ\HQ5EHQHJ\VpJ
I[ J[uT[U[DKRO
(NNRUHJ\pUWHOPĦHQOpWH]QHN RO\DQTU∈ 5>[@SROLQRPRNPHO\HNNHO
GHJUGHJJ
%L] (J]LV]WHQFLD
 +DI YDJ\QN 
T[≡ U[ I[
 /HJ\HQPRVWQ≥ NQ V]HULQWLWHOMHVLQGXNFLy
 +D Q N  DNNRU
 −u  NQ EDTU
PLYHO EN HJ\VpJ5EHQ
 /HJ\HQQ!pVWIK D]QQpONLVHEEIRNV]iPRNHVHWpQLJD]D]
iOOtWiV
I[ I[± J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∃ T[U[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
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
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DQuENā [Q±N T[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[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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'HI /HJ\HQ6 HJ\VpJHOHPHV LQWHJULWiVL WDUWRPiQ\5 UpV]J\ĦUĦMH6
QHNpV5 WDUWDOPD]]D6 HJ\VpJHOHPpWH(J\I∈ 5>[@SROLQRPF∈ 6
EHOL KHO\HWWHVtWpVLpUWpNH
IF DDF«DQFQ
F D]I J\|NHKDDKHO\HWWHVtWpVLpUWpN
3ROLQRPIJJYpQ\ 
I5→ 5DKROIF DDuF«DQuFQ∈ 5pVF∈5
I pVJ SROLQRPIJJYpQ\ HJ\HQOĘKDPLQGHQF∈5 HVHWpQIF JF
.pW NO|QE|]Ę SROLQRP SROLQRPIJJYpQ\H PHJHJ\H]KHW /HJ\HQ
SpOGiXO5 = 
I [[≠ J [[
I  J I  J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  J
7pWHO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
I[ [± FuT[
[± FSROLQRPIĘHJ\WWKDWyMDHJ\VpJ
PDUDGpNRVRV]WiV I[ [± FuT[U[
D U   NpV]
E GHJUGHJ[± F   
IF F± FuT[UF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F 
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%L]Q V]HULQWLWHOMHVLQGXNFLy
Q HVHWpQI ∈ 5NpV]
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/HJ\HQF∈5 J\|NHIQHN
I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[±FuJ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DKROGHJJ GHJI±  Q± 
+DG LVJ\|NHIQHNDNNRUIG  G± FuJG 
5 QXOORV]WyPHQWHVVpJH G FYDJ\JG 
,QGIHOWpWHO J NO|QE|]ĘJ\|NHLQHNV]iPD Q± 
 KDF QHPJ\|NHJQHNDNNRULVI QHN PD[Q NO|QE|]ĘJ\|NHYDQ

%L]
7IK I pVJ LO\HQSROLQRPGHNO|QE|]ĘHN
I ± J SROLQRPIRND≤ Q pVOHJDOiEEQ J\|NHYDQ
%L]
+DtJ\OHQQHI ± J SROLQRPQDNYpJWHOHQVRN J\|NHOHQQH

+RUQHUHOUHQGH]pV IF "
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[ DD[«DQ[Q
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F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FD 
 DQFDQF DQ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Gyökök száma ?
Függ  R –tıl !
Keressük az f(x) = x2 +1 polinom gyökeit 
1.  Z[x],  Q[x],  R[x] –ben nincs gyöke 
2.  C[x] –ben a gyökök száma kettı:
3.  Z2[x] –ben egy gyöke van: 
i és –i 
1 
4.  Z3[x] –ben nincs gyöke .
5. Z5[x] –ben két gyöke van: 2 és 3 .

'HI /HJ\HQ5 HJ\VpJHOHPHVLQWHJULWiVLWDUWRPiQ\pV
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[±QHN QHP
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,UUHGXFLELOLV SROLQRPRN
WHVWI|O|WWLSROLQRPRNHXNOLGpV]L J\ĦUĦWDONRWQDN

IHOERQWKDWDWODQRNpVDSUtPHNHJ\EHHVQHN
∀ QHPQXOOD NRQVWDQVSROLQRPHJ\VpJ
∀ HOVĘIRN~SROLQRPRNIHOERQWKDWDWODQ
eV]UHYpWHOHN

$OJHEUDDODSWpWHOH 
I∈ &>[@
DKRO FM ∈ & FL ≠ FM KD L≠ MpV
αα«αN Q GHJ I
N
NQ F[F[F[D[I
ααα    −uu−u− 

& I|O|WWD]LUUHGXFLELOLV SROLQRPRNSRQWRVDQD]HOVĘIRN~DN
.RPSOH[HVHW
9DOyVHVHW
eV]UHYpWHO
+DI∈5>[@F∈& pVIF $NNRU
 I F   LVWHOMHVO
.|YHWNH]PpQ\
/HJ\HQF∈&?5 J\|NHI∈5>[@QHN 
[± F⏐I[pV[± F⏐I[
⎯
IHOERQWKDWDWODQRNpVQHPDVV]RFLiOWDN
J[ [ ± Fu[ ± F⏐ I[
⎯
J[ [± 5HF[ _F_ ∈ 5>[@
 ∃ K[ ∈ 5>[@
I[ J[K[
DKROGHJK GHJI± 

∀ I ∈ 5>[@ OHJIHOMHEEPiVRGIRN~SROLQRPRNV]RU]DWiUDERQWKDWy5 IHOHWW

$]RNDPiVRGIRN~SROLQRPRNIHOERQWKDWDWODQRNDPHO\HNQHNQLQFV
YDOyVJ\|NN
23
Racionális eset
Def. Legyen R Gauss-győrő. R[x] egy elemét primitív polinomnak
nevezzük, ha együtthatóinak legnagy közös osztója  az egységelem. 
Legyen tehát f = xn + p , ahol p prím, n pozitív egész. Ekkor
f  R és hányadosteste felett is irreducibilis.

'HI 9DODPHO\ . WHVW HVHWpQ D .>[@ LQWHJULWiVL WDUWRPiQ\
KiQ\DGRVWHVWpW UDFLRQiOLV IJJYpQ\WHVWQHN QHYH]]N pV .[V]HO
MHO|OMN
*DXVVWpWHO
/HJ\HQ5 WHWV]ĘOHJHV*DXVV± J\ĦUĦpV. DKiQ\DGRVWHVWH
 +D  HJ\ I ∈ 5>[@ SROLQRP HOĘiOOtWKDWy NpW QHP NRQVWDQV J K
SROLQRPV]RU]DWDNpQW.>[@EHQDNNRU5>[@EHQ LVHOĘiOOtWKDWy NpWJ
KSROLQRPV]RU]DWDNpQW~J\KRJ\
J pVJLOOHWYHK pVK DVV]RFLiOWDN.>[@EHQ
 5>[@LV*DXVVJ\ĦUĦ
eV]UHYpWHOHN
I[ [ [  uu[ [ 
4>[@EHQ LUUHGXFLELOLV =>[@EHQ QHPLUUHGXFLELOLV
  



   [[[I      u [[I[J
4>[@EHOLHN pVIaJ I ∈ =>[@
= HXNOLGpV]L J\ĦUĦ
= *DXVV J\ĦUĦ
=>[@*DXVV J\ĦUĦ
=>[@QHPDONRWHXNOLGpV]L J\ĦUĦWNO|QEHQ
[ 
 XY[
^ ` ≡∈ PRGpV@> I[=[I[I-
=>[@QHPDONRWIĘLGHiOJ\ĦUĦW
@> [=[ ⊂ 
7HVWEĘYtWpVHNYpJHVWHVWHN
'HI /HJ\HQ) WHWV]ĘOHJHVWHVW. D]) UpV]WHVWHKD.⊆ )pV .
PDJDLVWHVWHWDONRWD] )PĦYHOHWHLYHO
(NNRU)D .WHVWEĘYtWpVH+D.≠ ) DNNRU.YDOyGLUpV]WHVWH ) QHN
LOOHWYH)YDOyGLEĘYtWpVH . QDN 
-HO|OpV).
eV]UHYpWHO
/HJ\HQ) WHVW pV. UpV]WHVWH) ±QHN HNNRU) pV. NDUDNWHULV]WLNiMD
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Résztestek metszete résztest  ⇒
F test  összes résztestének metszete résztest F –ben
⇒ a legszőkebb résztest F –ben
⇒ nincs valódi részteste 
⇒ prímtest 
Észrevétel
Def. Ha K az  F –nek a legszőkebb részteste, akkor  K az F prím 
részteste (prímteste).  (jelölés  K  =  Fp)
Észrevételek.
– Test prím részteste prímtest.
– Ha  F a  K test bıvítése, akkor prím résztesteik megegyeznek.
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Egy kérdés maradt: 
[x]  gyöke  f –nek ?
Ha f(x) = a0 + a1x + ... + anxn ⇒
f([x]) =  [a0] + [a1][x] + ... + [an][x]n =
[a0 + a1x + ... + anxn ]  =  [ f ] = [ 0 ]  ⇒
[x]  gyöke  f –nek !
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Z3 /〈f〉 elemei :  0, 1, 2, u, u+1, u+2, 2u, 2u+1, 2u+2 
Észrevétel:
f –nek 2u+2  is gyöke !
f(2u+2)  = (2u+2)2 + (2u+2)  + 2  = 
4u2 + 8u + 4 + 2u + 2 + 2 = 
4(u2 + u +2) +  4u – 4 +2u +2 +2  = 
0 6u = 0
Ha 2u+2 -vel végezzük a bıvítést,  algebrai szempontból ugyanazt a 
testet kapjuk!

7pWHOHJ\V]HUĦEĘYtWpVHNL]RPRUILiMD
/HJ\HQĮ pVȕ J\|NHD. WHVWIHOHWWLUUHGXFLELOLV I∈ .>[@ SROLQRPQDN
(NNRU.Į pV.ȕ L]RPRUI
$]L]RPRUIL]PXVĮ ±Wȕ ±ED YLV]LiW. HOHPHLWSHGLJIL[HQKDJ\MD
.pUGpV YDQRO\DQEĘYtWpVDPLI PLQGHQJ\|NpWWDUWDOPD]]D"
'HI/HJ\HQ. WHVWpVI∈ .>[@ ~J\KRJ\GHJI Q!  (NNRU. 
QDN D] D OHJV]ĦNHEE EĘYtWpVH DPHO\EHQ I QHN PXOWLSOLFLWiVVDO
V]iPROYD SRQWRVDQ Q J\|NH YDQ I  SROLQRP. IHOHWWL  IHOERQWiVL
WHVWH

7pWHOIHOERQWiVLWHVWHJ]LV]WHQFLiMDpVXQLFLWiVD
/HJ\HQ. WHVWpVI∈ .>[@ ~J\KRJ\GHJI Q! 
(NNRU OpWH]LN  I  SROLQRP . IHOHWWL IHOERQWiVL WHVWH pV EiUPHO\ NpW
LO\HQL]RPRUID]RQDOHNpSH]pVPHOOHWWDPHO\. HOHPHLW|QPDJXNED
I J\|NHLWHJ\PiVEDNpSH]LOH
$]HOĘ]ĘNpWWpWHON|YHWNH]PpQ\H
7pWHOYpJHVWHVWHOHPV]iPD
/HJ\HQ) WHWV]ĘOHJHV YpJHV WHVW (NNRU  _ ) _   SQ DKRO)S D] )
SUtPWHVWHpV>))S@  Q 

%L] +D) )S YDODPHO\S SUtPV]iPUD _ )_  S 
+DQHP ∃ .> ).@  Q
)Q ±GLPHQ]LyVYHNWRUWpU. IHOHWW^D DQ`Ei]LVVDO
 ) PLQGHQHOHPHIHOtUKDWy DNDQNQ DODNEDQ. IHOHWW
∀ NL HJ\WWKDWyKHO\pEH_ . _ NO|QE|]Ę pUWpNHWKHO\HWWHVtWKHWQN
 ) ±QHN _ . _Q NO|QE|]Ę HOHPHYDQ
6SHFLiOLVDQ)S D]) SUtPWHVWH
 _ )_  _ )S _Q  SQ 
 OHJV]ĦNHEEUpV]WHVW

.pUGpV PLQGLJWDOiOKDWyPHJIHOHOĘQ ±HGIRN~ LUUHGXFLELOLV SROLQRP
WHWV]ĘOHJHV)S IHOHWW"
+D LJHQ   PLQGHQ SUtPKDWYiQ\KR] NRQVWUXiOKDWy YpJHV WHVW
DPHO\QHNSRQWDQQ\LD]HOHPV]iPD
7pWHOYpJHV WHVWEHQDT  D
7HWV]ĘOHJHV T HOHPV]iP~ ) YpJHV WHVWEHQ PLQGHQ
D∈ ) UHDT  D 
%L]
+DD  YDJ\D  WULYLiOLV
1HPQXOODHOHPHN
T± HOHPĦFVRSRUWWHVWGHILQtFLyMDPLDWW
+DQ _D_ !  D_)_  "
/DJUDQJH WpWHO _D_ _ _)_
_)_  QV 
DT  D_)_  DQV  DQV  V  
7pWHO[T ± [ IHOERQWiVLWHVWH
/HJ\HQ WHWV]ĘOHJHVT HOHPV]iP~) YpJHV WHVWEHQ. UpV]WHVW (NNRU
D] I [T ± [∈ .>[@ SROLQRPQDN) D.IHOHWWLIHOERQWiVLWHVWHpV
 ∏
∈
− − 
)D
T D[[[I
51
Biz. 
Elızı tétel  ⇒
F minden eleme gyöke f –nek, 
deg(f) = q ⇒ f –nek legfeljebb q gyöke van.
⇒ pontosan F elemei a gyökök.
⇒ nincs szőkebb test, ami f összes gyökét tartalmazná.
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57Tétel(véges testek unicitása)
Tetszıleges q = pn elemszámú véges test izomorf az  f = xq – x 
polinom Fp feletti felbontási testével. 
Biz. Legyen F q = pn elemszámú véges test 
véges test elemszáma tétel  ⇒
F karakterisztikája  p és  F : Fp .
xq – x felbontási teste tétel  ⇒
F az  f polinom Fp feletti felbontási teste.
felbontási test egzisztenciája és unicitása tétel  ⇒
Test feletti polinom felbontási teste izomorfizmustól eltekintve 
egyértelmően létezik.
58Tétel (véges testek résztest kritériuma)
Legyen Fq tetszıleges q = pn elemszámú véges test. 
Példa:
Fq minden részteste  pm –edrendő,  ahol m | n ,  és
minden m | n -hez egyértelmően létezik Fq -nak pm –edrendő részteste.
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8Def. T Turing - gép egy T = (B, A, φ) hármas, ahol A a  szalagábécé, 
B a belsı állapotok halmaza, A, B véges, továbbá
és
tetszıleges leképezés.
Így is szokás megadni (precízebb):
egy lépés
k a szalagok száma!
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m < k bemeneti szó esetén azokat az elsı m szalagra írjuk, a többi üres.
Benenet hossza az αi-k hosszának összege.
Elnevezés A0 elemszáma szerint: unáris, bináris, stb Turing-gép
m = 1 esetén standard inputról beszélünk.
n < k kimeneti szó esetén azok az utolsó n szalagra kerülnek, a többi 
szalag tartalma szemét.
Kinenet hossza a kimeneti szavak hosszának összege.
n = 1 esetén standard outputról beszélünk.
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T’ mőködése: ha T’ valamely b állapotban van és a bemenet 
jobbszélsı betőjét olvassa, akkor attól függıen, hogy mit olvasott, bu, 
vagy bI állapotba megy át és balra lép.
Itt attól függıen, hogy mit olvasott, a bi állapot valamelyikébe megy 
át, jobbra lép és i’ kódjának bal oldali betőjét írja ki, azaz 
i = 0, ha a bu állapotban voltunk és u betőt olvastunk, i = 1, ha bI
állapotban voltunk és u betőt olvastunk, i = 2, ha a bu állapotban 
voltunk és I betőt olvastunk, i = 3, ha bI állapotban voltunk és I 
betőt olvastunk és φ(b, i) = (b’, i’, c) .
A bi állapotban, ha c az = jel, akkor a szalagra i’ jobbszélsı betőjét 
írjuk, átváltunk a b’ állapotra és a fej marad. Ha nem =, akkor a 
szalagra i’ jobbszélsı betőjét írjuk, átváltunk a bi, c állapotra és a fej 
mozdul c szerinti irányba. 
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bi, c állapotban azt írjuk aszalagra, ami ott van, az állapot b’ lesz és a fej 
mozdul c szerint.
Így T’ a T gép bármely lépését legfeljebb 4 lépésben szimulálja.
Például, ha φ(b, 3) = (b’, 1, <) a T-ben, akkor T’-ben:
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Biz.
S minden mezıjét 2k db mezıbıl álló csoportokra bontjuk bontjuk:
ai-k mutatják, hogy  T-ben 1., 2., ...k., fej hol állt induláskor
fi-k mutatják, hogy a szimuláció során hol állnak T-ben 1., 2., ...k., a 
fejek: ha a T gép i-edik szalagján a mezıcsoportban szereplı ai
betőn áll a fej, akkor fi a nem üres, különben az üres jel.
egy mezıcsoport tartalma:
19Kezdetben a fej egy mezıcsoport jobbszélén áll.
A tekintett mezıcsoporttól balra lévı mezıcsoportban ai-k mutatják, 
hogy  T-ben 1., 2., ...k., fejtıl eggyel balra milyen bető volt 
induláskor, és így tovább...
A T egy lépésének szimulálása annak a 2k hosszú mezıcsoportnak a 
jobbszélérıl indul, amelyben a „leginkább jobbra” lévı fej van.
S „emlékszik” arra, hogy T milyen állapotban van és arra is hogy egy 
mezıcsoport melyik mezıjén áll.
S balra lépkedve megkeresi minden T-beli szalagra a fej állását és 
megjegyzi a ott lévı betővel együtt. (fi-k alapján meg tudja tenni)
Ekkor S már tudja, hogy mit kell tennie. 
Ha kell, akkor balra lép egy mezıcsoportot, aztán jobbra indul és a 
megfelelı helyeken ír a szalagra és mozgatja a fejet.
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